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❜② '❤❡ #'!❡## ♣❛!❛♠❡'❡!#✱ '❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ✈❛!✐❛❜❧❡# ✐# !❡❞✉❝❡❞✳ ❆♥ ✐♥♥♦✈❛'✐✈❡ ♣!♦❝❡❞✉!❡ '♦ #♦❧✈❡ '❤❡
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❚❤✐# #❡❝&✐♦♥ ✐# ❢♦❝✉#❡❞ ♦♥ &❤❡ ❡❧❛#&✐❝✲✈✐#❝♦♣❧❛#&✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛&✐♦♥ ♣4♦❜❧❡♠ ❢♦4 ❝♦♠♣♦#✐&❡ ♠❛&❡4✐❛❧#✳ ❚❤❡

♣4♦❜❧❡♠ ✐# ❢♦4♠✉❧❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ ❢4❛♠❡✇♦4❦ ♦❢ #♠❛❧❧ #&4❛✐♥# ❛♥❞ ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥&# ❛##✉♠♣&✐♦♥✱ ❝♦♥#✐❞❡4✐♥❣

&❤❡ ♣❧❛♥❡ #&4❡## ❝♦♥❞✐&✐♦♥✳ ❚❤❡ #&❛♥❞❛4❞ ♠❛&4✐① ✭❱♦✐❣&✮ ♥♦&❛&✐♦♥ ✐# ❛❞♦♣&❡❞ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ &❤❡ #&4❡##✱

&❤❡ &♦&❛❧ #&4❛✐♥ ❛♥❞ &❤❡ ✐♥❡❧❛#&✐❝ #&4❛✐♥ &❡♥#♦4# ❛4❡ 4❡♣4❡#❡♥&❡❞ ❛# ✸✲❝♦♠♣♦♥❡♥& ✈❡❝&♦4#✱ σ✱ ε ❛♥❞ π✱

4❡#♣❡❝&✐✈❡❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡4❛❧✱ &❤❡ ❢♦✉4&❤✲♦4❞❡4 &❡♥#♦4# ❛4❡ 4❡♣4❡#❡♥&❡❞ ❛# ♠❛&4✐❝❡# ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛4&✐❝✉❧❛4✱ &❤❡

❢♦✉4&❤✲♦4❞❡4 ❝♦♥#&✐&✉&✐✈❡ &❡♥#♦4 ✐# 4❡♣4❡#❡♥&❡❞ ❛# ❛ 3×3 ♠❛&4✐① C✳ ▼♦4❡♦✈❡4✱ &❤❡ ❛❞❥♦✐♥& ❝♦♠♣❛&✐❜✐❧✐&②

❛♥❞ ❡C✉✐❧✐❜4✐✉♠ ♦♣❡4❛&♦4# ❛4❡ 4❡♣4❡#❡♥&❡❞ ❛# 3×2 ❛♥❞ 2×3 ❞✐✛❡4❡♥&✐❛❧ ♠❛&4✐❝❡#D ❛♥❞DT
✱ 4❡#♣❡❝&✐✈❡❧②✳

❋✐4#&✱ &❤❡ ❝♦♥#&✐&✉&✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡#❝4✐❜✐♥❣ &❤❡ ❡❧❛#&✐❝✲✈✐#❝♦♣❧❛#&✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦4 ♦❢ &❤❡ ❝♦♥#&✐&✉❡♥&# ✐# ✐♥✲
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✐♥ &❤❡ ❡❧❛#&✐❝ 4❡❣✐♦♥✱ &❤❡ ❝❧❛##✐❝❛❧ ▼✐#❡# ②✐❡❧❞ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐# ❝♦♥#✐❞❡4❡❞ ✐♥ &❤❡ ❢4❛♠❡✇♦4❦ ♦❢ ❛##♦❝✐❛&❡❞

♣❧❛#&✐❝✐&② ❬✾❪✳ ■♥ ♣❛4&✐❝✉❧❛4✱ &❤❡ ❡❧❛#&✐❝ ♣❡4❢❡❝&❧② ♣❧❛#&✐❝ ♠❛&❡4✐❛❧ ✐# ❝♦♥#✐❞❡4❡❞✳

❚❤❡ ❛##✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ ♣❡4❢❡❝& ♣❧❛#&✐❝ ♠❛&❡4✐❛❧ ✐# ✐♥&4♦❞✉❝❡❞ ♦♥❧② &♦ ❣❡& ❛♥ ❡❛#✐❡4 ❢♦4♠✉❧❛&✐♦♥✱ ❜✉&

❦✐♥❡♠❛&✐❝ ❛♥❞✴♦4 ✐#♦&4♦♣✐❝ ❤❛4❞❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝&# ❝❛♥ ❜❡ ✐♥&4♦❞✉❝❡❞ ✐♥ &❤❡ ♣4♦❝❡❞✉4❡✱ ✇✐&❤♦✉& ❛♥② ♣❛4&✐❝✲

✉❧❛4 ♣4♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ &❤❡ ❛##✉♠♣&✐♦♥ ♦❢ ♣❡4❢❡❝& ♣❧❛#&✐❝✐&② ✐# ♥♦& #&4✐❝&❧② ♥❡❝❡##❛4② ❢♦4 &❤❡ ♣4♦♣♦#❡❞

♣4♦❝❡❞✉4❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✭♦4 #&❛&✐❝ ②✐❡❧❞ ❝♦♥❞✐&✐♦♥✮ ✐#✿

f (σ) = q − σy ✇✐&❤ q =

√
3

2
σTMσ , ✭✶✮

✹



✇❤❡#❡ σy ✐% &❤❡ ②✐❡❧❞ %&#❡%% ❛♥❞

M =
1

3




2 −1 0

−1 2 0

0 0 6


 .

■♥&#♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐%%✐♣❛&✐♦♥ ♣♦&❡♥&✐❛❧ Φ∗(σ)✱ &❤❡ ✢♦✇ #✉❧❡ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜② ❞❡#✐✈✐♥❣ &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ Φ∗(σ)

✇✐&❤ #❡%♣❡❝& &♦ &❤❡ %&#❡%% %&❛&❡✿

π̇ =
∂Φ∗(σ)

∂σ
. ✭✷✮

❚✇♦ ❞✐✛❡#❡♥& &②♣❡% ♦❢ ❞✐%%✐♣❛&✐♦♥ ♣♦&❡♥&✐❛❧% ❛#❡ ❤❡#❡✐♥ ❝♦♥%✐❞❡#❡❞✱ &❤❛& ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ &❤❡ ❧✐&❡#❛✲

&✉#❡✿

• &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ♣#♦♣♦%❡❞ ❜② >❡#③②♥❛ ❬✷✽❪✿

Φ∗(σ) =





σy

µ

[
1

1 + ǫ
+

ǫ

1 + ǫ
Θ(σ)

1+ǫ
ǫ

]
✐❢ f (σ) ≥ 0

0 ✐❢ f (σ) < 0

, ✭✸✮

✇✐&❤ Θ(σ) = q/σy − 1✱

• &❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ♣#♦♣♦%❡❞ ❜② >❡#✐➣ ❬✷✼❪✿

Φ∗(σ) =





σy

µ

[
1

1 + ǫ
+

ǫ

1 + ǫ
Θ(σ)

1+ǫ
ǫ −Θ(σ)

]
✐❢ f (σ) ≥ 0

0 ✐❢ f (σ) < 0
, ✭✹✮

✇✐&❤ Θ(σ) = q/σy✳

■♥ ❡H✉❛&✐♦♥% ✭✸✮ ❛♥❞ ✭✹✮✱ µ ✐% ❛ ✈✐%❝♦%✐&②✲#❡❧❛&❡❞ ♣❛#❛♠❡&❡#✱ ǫ ✐% &❤❡ ❞✐♠❡♥%✐♦♥❧❡%% #❛&❡ %❡♥%✐&✐✈✐&②

♣❛#❛♠❡&❡#✱ ✇✐&❤ ǫ ∈ (0, 1) ❛♥❞ Θ(σ) ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ &❤❛& ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ &❤❡ ②✐❡❧❞ %✉#❢❛❝❡✳

❚❤❡ ✐♥❡❧❛%&✐❝ %&#❛✐♥✱ &❤❡#❡❢♦#❡✱ ❜❡❝♦♠❡%✿

π̇ = ξ̇ N ✇✐&❤N =
∂f

∂σ
=

∂q

∂σ
, ✭✺✮

✇❤❡#❡ ξ ✭ξ̇ ≥ 0✮ ✐% &❤❡ ♣❧❛%&✐❝ ♠✉❧&✐♣❧✐❡#✳

❉✐✛❡#❡♥&✐❛&✐♥❣ &❤❡ ❞✐%%✐♣❛&✐♦♥ ♣♦&❡♥&✐❛❧✱ ✐& #❡%✉❧&%✿

• ❢♦# &❤❡ >❡#③②♥❛ ♠♦❞❡❧ ❢#♦♠ ❡H✉❛&✐♦♥ ✭✸✮✿

ξ̇ =





1

µ

[(
q

σy
− 1

)1/ǫ
]

✐❢ f (σ) ≥ 0

0 ✐❢ f (σ) < 0

, ✭✻✮

✺



♦!✱ ❡$✉✐✈❛❧❡♥+❧②✿

ξ̇ =
1

µ

(〈
q

σy
− 1

〉

+

)1/ǫ

, ✭✼✮

• ❢♦! +❤❡ 3❡!✐➣ ♠♦❞❡❧ ❢!♦♠ ❡$✉❛+✐♦♥ ✭✹✮✿

ξ̇ =





1

µ

[(
q

σy

)1/ǫ

− 1

]
✐❢ f (σ) ≥ 0

0 ✐❢ f (σ) < 0

, ✭✽✮

♦!✱ ❡$✉✐✈❛❧❡♥+❧②✿

ξ̇ =
1

µ

〈(
q

σy

)1/ǫ

− 1

〉

+

. ✭✾✮

❆; ❝♦♥;❡$✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡$✉❛+✐♦♥ ✭✶✮✱ +❤❡ ♥♦!♠❛❧ ✈❡❝+♦! ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❢♦!♠✉❧❛ ✭✺✮ !❡;✉❧+;✿

N (σ) =
3

2 q
Mσ . ✭✶✵✮

■+ ❝❛♥ ❜❡ !❡♠❛!❦❡❞ +❤❛+ +❤❡ ❝❧❛;;✐❝❛❧ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡! ❧♦❛❞✐♥❣✲✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐+✐♦♥; ❞♦ ♥♦+ ❣♦✈❡!♥ +❤❡

♣!♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝❛;❡ ♦❢ !❛+❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥+ ♣❧❛;+✐❝✐+②✳ ■♥ ❢❛❝+✱ ✇❤❡♥ ♣❧❛;+✐❝✐+② ✐; !❡❛❝❤❡❞✱ +❤❡ ✉♣❞❛+❡❞ ;+!❡;;

;+❛+❡ ❣❡♥❡!❛❧❧② ❧✐❡; ♦✉+;✐❞❡ +❤❡ ②✐❡❧❞ ;✉!❢❛❝❡✱ ✐✳❡✳ f (σ) > 0✳ ❚❤✐; ✐; ✐♥ ❝♦♥+!❛;+ ✇✐+❤ +❤❡ !❛+❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+

❝❛;❡✱ ✇❤❡!❡ +❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ f (σ) = 0 ❢♦!❝❡; +❤❡ ✉♣❞❛+❡❞ ;+!❡;; ;+❛+❡ +♦ ❧✐❡ ♦♥ +❤❡ ②✐❡❧❞ ;✉!❢❛❝❡ ✇❤❡♥

+❤❡!❡ ✐; ❛ ♣❧❛;+✐❝ ✢♦✇ ❬✾❪✳

❚❤❡ ❝!✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❡❧❛;+♦♣❧❛;+✐❝ ❛♥❞ +❤❡ ❡❧❛;+✐❝✲✈✐;❝♦♣❧❛;+✐❝ ♠♦❞❡❧ !❡❧✐❡; ♦♥ +❤❡

❞❡✜♥✐+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✢♦✇ !✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡;❝!✐❜❡; +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐♥❡❧❛;+✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❢❛❝+✱ ❢♦! ❡❧❛;+✐❝✲

✈✐;❝♦♣❧❛;+✐❝ ♠❛+❡!✐❛❧;✱ ❡$✉❛+✐♦♥ ✭✺✮ ✐; ❛❝+✉❛❧❧② +✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥+✱ ✐✳❡✳ +❤❡ +✐♠❡ ;❝❛❧❡ ♦❢ +❤❡ ♣!♦❜❧❡♠

❛✛❡❝+; +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ π✳ ■♥ ❛❞❞✐+✐♦♥✱ +❤❡ ♣❧❛;+✐❝ ♠✉❧+✐♣❧✐❡! ✐; ♥♦+ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+ ✈❛!✐❛❜❧❡ ♦❢ +❤❡

♣!♦❜❧❡♠✱ ❜✉+ ✐+ ✐; ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐+ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ;+!❡;; ;+❛+❡ ❛♥❞ ♦❢ +❤❡ ✢♦✇ ;+!❡;; σy ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥+!♦❞✉❝✐♥❣ +❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛;+✐❝ ♠✉❧+✐♣❧✐❡! ❛;✿

γ̇ =
1

2 q
ξ̇ , ✭✶✶✮

+❤❡ ✢♦✇ !✉❧❡ ❡$✉❛+✐♦♥ ✭✺✮ ❝❛♥ ❜❡ !❡✇!✐++❡♥ ✐♥ +❤❡ ❡$✉✐✈❛❧❡♥+ ❢♦!♠✿

π̇ = γ̇ 3Mσ . ✭✶✷✮

◆♦+❡ +❤❛+ +❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛;+✐❝ ♠✉❧+✐♣❧✐❡! γ̇ ❤❛; ♥♦+ ❛ ❝❧❡❛! ♣❤②;✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✱ ❜✉+ ✐+ ✐; ✐♥+!♦❞✉❝❡❞

✇✐+❤ +❤❡ ♦♥❧② ❛✐♠ +♦ ;✐♠♣❧✐❢② +❤❡ ❢♦!♠ ♦❢ +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ❡$✉❛+✐♦♥ ❢♦! +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+;✳ ■♥ ❢❛❝+✱

✐♥ ❝❛;❡ ♦❢ ❤❛!❞❡♥✐♥❣✱ +❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛+❡❞ ♣❧❛;+✐❝ ;+!❛✐♥ ;❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛+❡❞ ❢!♦♠ +❤❡ ♣❧❛;+✐❝ ♠✉❧+✐♣❧✐❡! ξ̇

❛♥❞ ♥♦+ ❢!♦♠ +❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛;+✐❝ ♠✉❧+✐♣❧✐❡! γ̇✳

✻



✷✳✷ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛+✐♦♥ ♣-♦❜❧❡♠

▲❡" ❛ ❝♦♠♣♦(✐"❡ ♠❛"❡*✐❛❧ ❜❡ ❝♦♥(✐❞❡*❡❞ ✇✐"❤ ❛ ❘❱❊✱ ✇❤♦(❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐( ❞❡♥♦"❡❞ ❛( Ω✳ ■" ✐( ❛((✉♠❡❞

"❤❛" (♦♠❡ ❝♦♥("✐"✉❡♥"( ♦❢ "❤❡ ❝♦♠♣♦(✐"❡ ♣*❡(❡♥" ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛* *❡(♣♦♥(❡✱ ❛♥❞ "❤❛" ✐" ✐( ♥♦" ❝❤❛*❛❝"❡*✐③❡❞

❜② ❡✐"❤❡* ❝*❛❝❦( ❛♥❞ ✈♦✐❞( ♦* (❧✐❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝♦❤❡(✐♦♥✳

■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ "❤❡ ♠✐❝*♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛"✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠ ✐( ❢♦*♠✉❧❛"❡❞ ✐♥ "❡*♠( ♦❢ "❤❡

♣*❡(❝*✐❜❡❞ ❛✈❡*❛❣❡ ("*❛✐♥ ε̄ ✐♥ Ω✱ (♦ "❤❛" "❤❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥" ❛♥❞ ("*❛✐♥ ✜❡❧❞( ❛*❡ *❡♣*❡(❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡

❞♦♠❛✐♥ Ω✱ *❡(♣❡❝"✐✈❡❧②✱ ❛(✿

u = ū+ ũ ✭✶✸✮

ε = ε̄+ ε̃ ✭✶✹✮

✇❤❡*❡ ū ✐( "❤❡ ✈❡❝"♦* ♦❢ "❤❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥" ✜❡❧❞ ❛((♦❝✐❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠❛"❡*✐❛❧ (✉❜❥❡❝"❡❞ "♦

"❤❡ ♣*❡(❝*✐❜❡❞ ❛✈❡*❛❣❡ ("*❛✐♥ ✈❡❝"♦* ε̄✱ ✇❤✐❧❡ ũ ✐( "❤❡ ♣❡*"✉*❜❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥" ✜❡❧❞ ❞✉❡ "♦ "❤❡

♣*❡(❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡ ❤❡"❡*♦❣❡♥❡✐"✐❡( ❛♥❞ ε̃ ✐( ✐"( ❛((♦❝✐❛"❡❞ ♣❡*"✉*❜❛"✐♦♥ ("*❛✐♥ ✈❡❝"♦*✱ ✐✳❡✳ ε̃ = Dũ✳ ❚❤❡

❤♦♠♦❣❡♥✐③❛"✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠ ❝♦♥(✐("( ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ "❤❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥" ✜❡❧❞ ũ✱ "❤❡ ("*❛✐♥ ✜❡❧❞ ε̃✱ "❤❡ ✐♥❡❧❛("✐❝

("*❛✐♥ ✜❡❧❞ π✱ "❤❡ ("*❡(( ✜❡❧❞ σ✱ ✇❤✐❝❤ (❛"✐(❢② "❤❡ ❝♦♠♣❛"✐❜✐❧✐"②✱ "❤❡ ❝♦♥("✐"✉"✐✈❡ ❛♥❞ "❤❡ ❡G✉✐❧✐❜*✐✉♠

✇✐"❤ ③❡*♦ ❜♦❞② ❢♦*❝❡( ❡G✉❛"✐♦♥(✿

ε̃ = Dũ ✭✶✺✮

σ = C (ε− π) ✭✶✻✮

0 DTσ ✭✶✼✮

"♦❣❡"❤❡* ✇✐"❤ "❤❡ ❡✈♦❧✉"✐♦♥ ❡G✉❛"✐♦♥( ❞❡(❝*✐❜❡❞ ✐♥ "❤❡ ♣*❡✈✐♦✉( (❡❝"✐♦♥✳ K*♦♣❡* ❜♦✉♥❞❛*② ❝♦♥❞✐"✐♦♥(✱

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ (♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❝♦♠♣❧❡"❡ "❤❡ ♣*♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣❡*"✉*❜❛"✐♦♥ ("*❛✐♥ ε̃ ❤❛( "♦ ❜❡

❝❤❛*❛❝"❡*✐③❡❞ ❜② ♥✉❧❧ ❛✈❡*❛❣❡✱ (♦ "❤❛"✿

1

V

∫

Ω

ε̃ dV = 0 ⇒
1

V

∫

Ω

ε dV = ε̄ , ✭✶✽✮

✇❤❡*❡ V ✐( "❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ Ω✳

◆♦"❡ "❤❛" "❤❡ *❡♣*❡(❡♥"❛"✐♦♥ ❢♦*♠ ❢♦* "❤❡ ("*❛✐♥✱ *❡♣♦*"❡❞ ✐♥ ❢♦*♠✉❧❛ ✭✶✹✮✱ ❛♣♣❡❛*( ✈❡*② (✉✐"❛❜❧❡

❛♥❞ ✐" ✐( ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❞♦♣"❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ❢♦* ♣❡*✐♦❞✐❝ ♠❛"❡*✐❛❧(✱ ❛( "❤❡ ♥✉❧❧ ❛✈❡*❛❣❡ ❝♦♥❞✐"✐♦♥ ❢♦* "❤❡

♣❡*"✉*❜❛"✐♦♥ ("*❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧♠♦(" ❡❛(✐❧② ♣*❡(❝*✐❜❡❞ ❜② ✐♥"*♦❞✉❝✐♥❣ (✉✐"❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞❛*② ❝♦♥❞✐"✐♦♥( ♦♥

"❤❡ ❞✐(♣❧❛❝❡♠❡♥" ✜❡❧❞✳ ❆( ❛ ❝♦♥(❡G✉❡♥❝❡ ♦❢ "❤✐( ❝❤♦✐❝❡✱ "❤❡ ❢♦*♠✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ♣*♦❜❧❡♠ ✐( ✇*✐""❡♥ ✐♥

"❡*♠( ♦❢ ♣❡*"✉*❜❛"✐♦♥ ("*❛✐♥✳ ❖❢ ❝♦✉*(❡✱ "❤❡ "♦"❛❧ ("*❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛(✐❧② ❝♦♠♣✉"❡❞ ❛❞❞✐♥❣ "❤❡ ❛✈❡*❛❣❡

("*❛✐♥ "♦ "❤❡ ♣❡*"✉*❜❛"✐♦♥ ♦♥❡ ❛" ❡❛❝❤ ♣♦✐♥" ♦❢ "❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ❛✈❡*❛❣❡ ("*❡(( σ̄ ✐( ❞❡✜♥❡❞ ❛(✿

σ̄ =
1

V

∫

Ω

σ dV . ✭✶✾✮

✼



✸ ❈♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛&✐♦♥ &❡❝❤♥✐0✉❡

❚❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛( ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛,✐♦♥ ♣(♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛❧❧ ,❤❡ ❡2✉❛,✐♦♥4 (❡♣♦(,❡❞ ✐♥ ,❤❡ ♣(❡✈✐♦✉4 4❡❝,✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ 4♦❧✈❡❞ ❢♦( ❛ ❣✐✈❡♥ ❘❱❊ ❛❞♦♣,✐♥❣ ❝❧❛44✐❝❛❧ ✜♥✐,❡ ❡❧❡♠❡♥, ❛♥❛❧②4❡4 ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛(❣❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❤✐4,♦(②

✈❛(✐❛❜❧❡4✳ ❚❤✐4 ❛♣♣(♦❛❝❤ ✐♥❞✉❝❡4 ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ❜✉(❞❡♥ ✇❤❡♥ ,❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛,✐♦♥ ✐4 ✐♥,❡❣(❛,❡❞

✐♥,♦ ❛ ♠✉❧,✐4❝❛❧❡ ♣(♦❝❡❞✉(❡✳ ■♥ ♦(❞❡( ,♦ (❡❞✉❝❡ ,❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ❤✐4,♦(② ✈❛(✐❛❜❧❡4✱ ❛ ❚❋❆ ❜❛4❡❞ ,❡❝❤♥✐2✉❡

✐4 ♣(♦♣♦4❡❞✱ ❝♦♥4✐❞❡(✐♥❣ ❛ ♥♦♥✉♥✐❢♦(♠ ✐♥❡❧❛4,✐❝ 4,(❛✐♥ ❞✐4,(✐❜✉,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ❘❱❊✳ ❚❤✐4 ❝❛♥ ❜❡ ♣❡(❢♦(♠❡❞

✐♥,(♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐(❡❝,❧② ❛ (❡♣(❡4❡♥,❛,✐♦♥ ❢♦(♠ ❢♦( ,❤❡ ✐♥❡❧❛4,✐❝ 4,(❛✐♥ ❞✐4,(✐❜✉,✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡ ❝❧❛44✐❝❛❧

❛♣♣(♦❛❝❤ ♣(♦♣♦4❡❞ ✐♥ ❧✐,❡(❛,✉(❡ ❬✷✺✱ ✷✻✱ ✸✸✱ ✶✻❪✳ ❆♥ ❛❧,❡(♥❛,✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛,✐✈❡ ✇❛② ❢♦( (❡♣(❡4❡♥,✐♥❣

,❤❡ ✐♥❡❧❛4,✐❝ 4,(❛✐♥ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ (❡❝❛❧❧✐♥❣ ❡2✉❛,✐♦♥ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ♣(♦♣❡(❧② (❡♣(❡4❡♥,✐♥❣ ,❤❡ 4,(❡44

✜❡❧❞ ❛♥❞ ,❤❡ ♣❧❛4,✐❝ ♠✉❧,✐♣❧✐❡( ✐♥ ,❤❡ ❘❱❊✳ ■♥ ♣❛(,✐❝✉❧❛(✱ ♠♦,✐✈❛,❡❞ ❜② ✈❡(② ❣♦♦❞ (❡4✉❧,4 ♦❜,❛✐♥❡❞ ✐♥

4,(❡44 (❡❝♦✈❡(② ,❡❝❤♥✐2✉❡4 ❜❛4❡❞ ♦♥ ,❤❡ ✇❡❛❦ ❡♥❢♦(❝❡♠❡♥, ♦❢ ,❤❡ ❝♦♠♣❛,✐❜✐❧✐,② ❝♦♥❞✐,✐♦♥ ❬✸✺✱ ✸✱ ✹✱ ✽❪✱

❤❡(❡ ,❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ✐4 ❢♦(♠✉❧❛,❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥,❛(② ❛♣♣(♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ♣(♦♣♦4❡❞ ❚❋❆ ❢♦(♠✉❧❛,✐♦♥

✐4 ♥❛♠❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛4 ▼✐①❡❞ ❚(❛♥4❢♦(♠❛,✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❆♥❛❧②4✐4 ✭▼①❚❋❆✮✳

❚❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦(♠4 ♦❢ ,❤❡ ❝♦♠♣❛,✐❜✐❧✐,② ❛♥❞ ♦❢ ,❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛4,✐❝ ♠✉❧,✐♣❧✐❡( ❡2✉❛,✐♦♥4 ❛(❡ ✐♥,(♦❞✉❝❡❞

❛4✿

∫

Ω

δσTC−1σ dV −

∫

Ω

δσT (ε̄+ ε̃− π) dV = 0 ∀ δσ : DT δσ = 0 , ✭✷✵✮

∫

Ω

δγ

(
γ̇ −

1

2 q
ξ̇ (σ)

)
dV = 0 . ✭✷✶✮

✇✐,❤ ξ̇ (σ) ❣✐✈❡♥ ❜② ❡2✉❛,✐♦♥ ✭✼✮ ❢♦( R❡(③②♥❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❜② ❡2✉❛,✐♦♥ ✭✾✮ ❢♦( R❡(✐➣ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡♥✱ ,❤❡ ❘❱❊ ✐4 ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥,♦ n 4✉❜❞♦♠❛✐♥4 ✭♦( 4✉❜4❡,4✮ Ωj
✇✐,❤ j = 1, .., n✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡♠

❝❤❛(❛❝,❡(✐③❡❞ ❜② ❛ ✈♦❧✉♠❡ V j
✱ 4✉❝❤ ,❤❛,✿

Ω =
n⋃

j=1

Ωj , V =
n∑

j=1

V j . ✭✷✷✮

❚❤❡ ♣(♦♣♦4❡❞ ▼①❚❋❆ ❡①♣❧♦✐,4 ,❤❡ ,②♣✐❝❛❧ ❛♣♣(♦❛❝❤ ♦❢ ♠✐①❡❞ 4,(❡44 ✜♥✐,❡ ❡❧❡♠❡♥,4 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣✐❡❝❡✲

✇✐4❡ ❝♦♥,✐♥✉♦✉4 (❡♣(❡4❡♥,❛,✐♦♥4 ❢♦( ,❤❡ 4,(❡44 ❝♦♠♣♦♥❡♥,4 ♦✈❡( ,❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛(❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ ,(❛❝,✐♦♥

❝♦♥,✐♥✉✐,② ❛♠♦♥❣ ,❤❡ 4✉❜❞♦♠❛✐♥4 ✐4 ♥♦, (❡2✉✐(❡❞✳ ❚❤✉4✱ ✐♥ ,❤❡ ▼①❚❋❆ ,❤❡ 4,(❡44❡4 ❛(❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛,❡❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥,❧② ♦✈❡( ❡❛❝❤ 4✉❜4❡, ♦❢ ,❤❡ ❘❱❊✳ ■♥ ♣❛(,✐❝✉❧❛(✱ ,❤❡ 4❡❧❢✲❡2✉✐❧✐❜(❛,❡❞ 4,(❡44 ✜❡❧❞ σj
✐♥ ,❤❡

,②♣✐❝❛❧ j−,❤ 4✉❜4❡, Ωj
✱ ✐4 ❛♣♣(♦①✐♠❛,❡❞ ❛4 ✭♥♦ 4✉♠ ♦♥ j✮✿

σj = P σ̂
j , ✭✷✸✮

✇❤❡(❡ P ✐4 ❛ 3× p ♠❛,(✐① ❝♦❧❧❡❝,✐♥❣ ❛ 4❡, ♦❢ p 4❡❧❢✲❡2✉✐❧✐❜(❛,❡❞ 4,(❡44 ♠♦❞❡4 ❛♥❞ σ̂
j
,❤❡ ✈❡❝,♦( ♦❢ ,❤❡

✉♥❦♥♦✇♥ p 4,(❡44 ♣❛(❛♠❡,❡(4✳ ■♥ ♦,❤❡( ✇♦(❞4✱ ,❤❡ 4❡❧❢✲❡2✉✐❧✐❜(❛,❡❞ 4,(❡44 ✐♥ ,❤❡ 4✉❜4❡, ✐4 (❡♣(❡4❡♥,❡❞ ❛4

❧✐♥❡❛( ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦4❡♥ 4❡❧❢✲❡2✉✐❧✐❜(❛,❡❞ ♠♦❞❡4✱ ❡♥4✉(✐♥❣ ,❤❛, DTPσ̂
j = 0 ✐♥ Ωj

✳ ■♥ ♣❛(,✐❝✉❧❛(✱

✐, ✐4 ❛44✉♠❡❞ ❛ ❧✐♥❡❛( ❛♣♣(♦①✐♠❛,✐♦♥ ❢♦( ,❤❡ 4,(❡44 ✜❡❧❞ ✐♥ ,❤❡ 4✉❜4❡, Ωj
❀ ❝♦♥4❡2✉❡♥,❧②✱ ✐, (❡4✉❧,4 p = 7

✽



❛♥❞

P =




1 0 0 x2 0 x1 0

0 1 0 0 x1 0 x2

0 0 1 0 0 −x2 −x1


 . ✭✷✹✮

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛01✐❝ ♠✉❧1✐♣❧✐❡4 ✐0 ❛♣♣4♦①✐♠❛1❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ 0✉❜0❡1 Ωj
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥1❧② ❢4♦♠ 1❤❡ 4❡♣4❡✲

0❡♥1❛1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ 014❡00 ✜❡❧❞ ❛0✿

γ̇j =

ρ∑

i=1

ri (x) ˙̂γ
j

i = rT ˙̂γ
j
, ✭✷✺✮

✇❤❡4❡ r ✐0 ❛ 0❡1 ♦❢ ρ ♠♦❞❡0 ❝❤♦0❡♥ 1♦ ❛♣♣4♦①✐♠❛1❡ 1❤❡ ❢✉♥❝1✐♦♥ γ̇ ✐♥ Ωj
❛♥❞

˙̂γ
j
✐0 1❤❡ ✈❡❝1♦4 ❝♦♥1❛✐♥✐♥❣

1❤❡ ❝♦44❡0♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥10✳ ❆ ♣✐❡❝❡✇✐0❡ ✉♥✐❢♦4♠ ❞✐014✐❜✉1✐♦♥ ✐0 ❝♦♥0✐❞❡4❡❞ ❢♦4 1❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛01✐❝

♠✉❧1✐♣❧✐❡4✱ ✐✳❡✳ ρ = 1✳ ■♥ 1❤❡ 1②♣✐❝❛❧ j−1❤ 0✉❜0❡1 Ωj
✱ ✐1 4❡0✉❧10✿

γ̇j =





1
µV j

∫
Ωj

1
2 qj

(〈
qj

σy
− 1
〉
+

)1/ǫ

dV D❡4③②♥❛

1
µV j

∫
Ωj

1
2 qj

〈(
qj

σy

)1/ǫ
− 1

〉

+

dV D❡4✐➣

, ✭✷✻✮

✇✐1❤

qj =

√
3

2

(
σ̂

j
)T

Qσ̂
j , ✭✷✼✮

✇❤❡4❡ Q = PTMP✳ ■♥ 1❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡I✉❛1✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ 1❤❡ ♠❛1❡4✐❛❧ ♣4♦♣❡41✐❡0 ❛4❡ ✐♥1❡♥❞❡❞

❛0 1❤♦0❡ ♦❢ 1❤❡ ❝✉44❡♥1 0✉❜0❡1✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥1♦ ❛❝❝♦✉♥1 1❤❡ ❡I✉❛1✐♦♥ ✭✷✸✮✱ 1❤❡ ✢♦✇ 4✉❧❡ ❡I✉❛1✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐♥ 1❤❡ 0✉❜0❡1 Ωj
✐0 4❡✇4✐11❡♥ ✐♥

1❤❡ ❢♦4♠✿

π̇j = γ̇j Tσ̂
j

✇✐1❤ T = 3MP . ✭✷✽✮

❊I✉❛1✐♦♥ ✭✷✽✮ ❧✐♥❦0 1❤❡ ❛♣♣4♦①✐♠❛1✐♦♥ ✐♥14♦❞✉❝❡❞ ❢♦4 1❤❡ 014❡00 ✜❡❧❞ ✐♥ 1❤❡ 0✉❜0❡1 Ωj
✱ 1❤4♦✉❣❤ 1❤❡

✢♦✇ 4✉❧❡ ❝♦♥❞✐1✐♦♥✱ 1♦ 1❤❡ ♦♥❡ ♦❢ 1❤❡ ✐♥❡❧❛01✐❝ 014❛✐♥ 4❛1❡ ✐♥ 1❤❛1 0✉❜0❡1✳

❚❤❡ 1♦1❛❧ 014❛✐♥ ❛1 1❤❡ 1②♣✐❝❛❧ ♣♦✐♥1 x ♦❢ Ωj
❞❡♣❡♥❞0 ♦♥ 1❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ 014❛✐♥ ε̄ ❛♥❞ ♦♥ 1❤❡ ❞✐014✐❜✉1✐♦♥

♦❢ 1❤❡ ✐♥❡❧❛01✐❝ 014❛✐♥ π ✐♥ 1❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❱❊✳ ❆0 ❛ ❝♦♥0❡I✉❡♥❝❡✱ 1❤❡ ♣❡41✉4❜❛1✐♦♥ 014❛✐♥ ✜❡❧❞ ε̃
j
❝❛♥ ❜❡

0♣❧✐1 ✐♥ 1✇♦ ❝♦♥14✐❜✉1✐♦♥0✿

ε̃
j = ε̃

ε,j + ε̃
π,j = Lε̄,j ε̄+

n∑

i=1

Lπi,jπi , ✭✷✾✮

✇❤❡4❡ ε̃
ε,j

❛♥❞ ε̃
π,j

❛4❡ 1❤❡ ♣❡41✉4❜❛1✐♦♥ 014❛✐♥0 ❞✉❡ 1♦ 1❤❡ ❛✈❡4❛❣❡ 014❛✐♥ ❛♥❞ 1♦ 1❤❡ ♣4❡0❡♥❝❡ ♦❢ 1❤❡

✐♥❡❧❛01✐❝ ✜❡❧❞✱ 4❡0♣❡❝1✐✈❡❧②❀ Lε̄,j
❛♥❞ Lπi,j

❛4❡ 3×3 ❧♦❝❛❧✐③❛1✐♦♥ ♠❛14✐❝❡0✱ ✇❤♦0❡ ❡✈❛❧✉❛1✐♦♥ ✐0 ♣❡4❢♦4♠❡❞

✉0✐♥❣ 1❤❡ ✜♥✐1❡ ❡❧❡♠❡♥1 ♠❡1❤♦❞✳ ■♥ ♣❛41✐❝✉❧❛4✱ 1❤❡ k−1❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ 1❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛1✐♦♥ ♠❛14✐❝❡0 Lε̄,j(x)

✐0 ❡✈❛❧✉❛1❡❞ ❝♦♠♣✉1✐♥❣ 1❤❡ 014❛✐♥ ❛1 x ∈ Ωj
✱ ✇❤❡♥ 1❤❡ ❯❈ ✐0 0✉❜❥❡❝1❡❞ 1♦ 1❤❡ k−1❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥1 ♦❢

ε̄ ❡I✉❛❧ 1♦ ✶ ❛♥❞ ❛❧❧ 1❤❡ ♦1❤❡40 ❡I✉❛❧ 1♦ ③❡4♦❀ ❛♥❛❧♦❣♦✉0❧②✱ 1❤❡ p−1❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ Lπi,j(x) ✐0 ❡✈❛❧✉❛1❡❞

❝♦♠♣✉1✐♥❣ 1❤❡ 014❛✐♥ ❛1 x ∈ Ωj
✇❤❡♥ 1❤❡ 0✉❜✲❞♦♠❛✐♥ Ωi

♦❢ 1❤❡ ❯❈ ✐0 0✉❜❥❡❝1❡❞ 1♦ 1❤❡ p−1❤ ♠♦❞❡

✾



❛♥❞ ❛❧❧ $❤❡ ♦$❤❡() ❡*✉❛❧ $♦ ③❡(♦✳

■♥ ♦(❞❡( $♦ ❡♥)✉(❡ ❝♦♥)✐)$❡♥❝② ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ (❡♣(❡)❡♥$❛$✐♦♥) ♦❢ )$(❡))✱ $♦$❛❧ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛)$✐❝ )$(❛✐♥✱ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣(♦①✐♠❛$✐♦♥ ε̌j ♦❢ $❤❡ ♣❡($✉(❜❛$✐♦♥ )$(❛✐♥ ε̃j ✐) ✐♥$(♦❞✉❝❡❞ ✐♥ Ωj
✿

ε̌j = IsΠ ε̂
j , ✭✸✵✮

✇❤❡(❡✿

Is =




1 0 0

0 1 0

0 0 2


 , Π =




1 0 0 x1 0 0 x2 0 0

0 1 0 0 x1 0 0 x2 0

0 0 1 0 0 x1 0 0 x2


 ,

❛♥❞ ε̂
j
✐) ❛ ✈❡❝$♦( ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛(❛♠❡$❡()✳ ❆) ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦$❡❞✱ $❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛))✉♠♣$✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡) ❛

❧✐♥❡❛( (❡♣(❡)❡♥$❛$✐♦♥ ❜❛)✐) ❢♦( $❤❡ )$(❡)) ❛♥❞ $❤❡ $♦$❛❧ )$(❛✐♥ ✜❡❧❞) ❛♥❞ ✐$ ✐) ❞✐✛❡(❡♥$ ❢(♦♠ $❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♣❡(❢♦(♠❡❞ ✐♥ ❬✻❪✳

❚❤❡ ✈❡❝$♦( ε̌j ✐) ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ❛) $❤❡ ♣(♦❥❡❝$✐♦♥ ♦❢ ε̃
j
♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❡♥❢♦(❝✐♥❣ $❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦(♠ ❝♦♥❞✐$✐♦♥✿

0 =

∫

Ωj

(
δε̌j
)T (

ε̌j − ε̃
j
)
dV , ✭✸✶✮

♦❜$❛✐♥✐♥❣✿

ε̂
j =

(∫

Ωj

ΠT Is Π dV

)−1 ∫

Ωj

(IsΠ)
T
ε̃
j dV . ✭✸✷✮

◆♦$❡ $❤❛$ ❊*✳ ✭✸✶✮ ❡♥)✉(❡) $❤❛$ $❤❡ ❛✈❡(❛❣❡ ❛♥❞ $❤❡ ✜()$ ♠♦♠❡♥$ ♦❢ ε̌j ❛♥❞ ε̃j ❛(❡ $❤❡ )❛♠❡ ✐♥

❡✈❡(② )✉❜)❡$✳ ❚❤✐) ❣✉❛(❛♥$❡❡) $❤❛$ $❤❡ ✜()$ ♦❢ ❊*✳ ✭✶✽✮ ✐) ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛❧)♦ ❜② ε̌j ✳

❙❡$$✐♥❣ T̂ =
∫
Ωj Π

T Is Π dV ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥$✐♥❣ ❢♦( ❡*✉❛$✐♦♥ ✭✷✾✮✱ ❢♦(♠✉❧❛ ✭✸✷✮ ❜❡❝♦♠❡)✿

ε̂
j =

(
T̂j
)−1

∫

Ωj

(IsΠ)
T

(
Lε,j ε̄+

n∑

i=1

Lπi,jπi

)
dV . ✭✸✸✮

❙✉❜)$✐$✉$✐♥❣ ❡*✉❛$✐♦♥) ✭✷✸✮✱ ✭✸✵✮✱ ✭✸✸✮ ✐♥$♦ ❡*✉❛$✐♦♥) ✭✷✵✮ (❡❢❡((❡❞ $♦ $❤❡ )✉❜)❡$ Ωj
✱ ✐$ (❡)✉❧$)✿

Sj σ̂
j −

[(
P̄j
)T

+Jj
]
ε̄−

∫

Ωj

[
PT Is ΠT̂−1

∫

Ωj

(Is Π)
T

n∑

i=1

Lπi,jπi dV

]
dV +

∫

Ωj

PTπj dV = 0 ,

✭✸✹✮

✇❤❡(❡ ✐$ ❤❛) ❜❡❡♥ )❡$✿

Sj =

∫

Ωj

PTC−1P dV ,

P̄j =

∫

Ωj

P dV ,

Jj =

∫

Ωj

[
PT Is ΠT̂−1

∫

Ωj

(Is Π)
T
Lε,j dV

]
dV . ✭✸✺✮

✶✵



❚❤❡ Sj
♠❛%&✐① ✐♥ ❊+✳ ✭✸✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥%❡&♣&❡%❡❞ ❛5 %❤❡ ✐♥✈❡&5❡ ♦❢ %❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ❝♦♥5%✐%✉%✐✈❡ ❧❛✇ ❢♦& %❤❡

5✉❜5❡% Ωj
♦♥ %❤❡ ❜❛5✐5 ♦❢ %❤❡ ✐♥%&♦❞✉❝❡❞ 5%&❡55 ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥✱ 5♦ %❤❛% %❤❡ %❡&♠ Sj σ̂

j
&❡♣&❡5❡♥%5 ❛♥

♦✈❡&❛❧❧ ❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ✐♥ Ωj
❀ %❤❡ Jj

♠❛%&✐① ❧♦❝❛❧✐③❡5 ♦❢ %❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ 5%&❛✐♥ ε̄ ✐♥ Ωj
✱ &❡5♣♦♥5✐❜❧❡ ❢♦& %❤❡ %♦%❛❧

5%&❛✐♥ ✐♥ %❤❡ 5✉❜5❡%✱ ❛♥❞ %❤❡ %❤✐&❞ %❡&♠ ❞❡♣❡♥❞5 ♦♥ %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ❛♥❞ &❡♣&❡5❡♥%5 ❛ ❝♦♥%&✐❜✉%✐♦♥

%♦ %❤❡ %♦%❛❧ 5%&❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧❛5% %❡&♠ ♦❢ ❊+✳ ✭✸✹✮ ✐5 %❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ✐♥ %❤❡ 5✉❜5❡% Ωj
✳

❙✉❜5%✐%✉%✐♥❣ ❡+✉❛%✐♦♥5 ✭✷✻✮ ✐♥%♦ ❡+✉❛%✐♦♥ ✭✷✶✮ ✇&✐%%❡♥ ❢♦& %❤❡ 5✉❜5❡% Ωj
✱ ✐% &❡5✉❧%5✿

0 =





γ̇j −
1

µV j

∫

Ωj

1

2qj

(〈
qj

σy
− 1

〉

+

)1/ǫ

dV E❡&③②♥❛

γ̇j −
1

µV j

∫

Ωj

1

2qj

〈(
qj

σy

)1/ǫ

− 1

〉

+

dV E❡&✐➣

. ✭✸✻✮

❙♦♠❡ 5✐♠✐❧❛&✐%✐❡5 ❛♥❞ ❞✐✛❡&❡♥❝❡5 ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ▼①❚❋❆ ❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥✱ ❤❡&❡✐♥ ♣&❡5❡♥%❡❞✱ ❛♥❞ %❤❡ ♣❘❇✲

▼❖❘ ♣&♦❝❡❞✉&❡✱ ♣&♦♣♦5❡❞ ✐♥ ❬✶✼✱ ✶✻❪✱ ❝❛♥ ❜❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤%❡❞✳ ❈♦♥❝❡&♥✐♥❣ %❤❡ 5✐♠✐❧❛&✐%✐❡5✱ ✭❛✮ ❜♦%❤ %❡❝❤✲

♥✐+✉❡5 &❡+✉✐&❡ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ✜❡❧❞5❀ ✭❜✮ ♣&❡✲❛♥❛❧②5❡5 ❛&❡ &❡+✉✐&❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& %♦ ❞❡&✐✈❡

%❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛%✐♦♥ ♦& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♠❛%&✐❝❡5❀ ✭❝✮ %❤❡ ♠❛%&✐① Sj
✐♥ ❊+✳ ✭✸✹✮ ✜♥❞5 ❛♥ ❡+✉✐✈❛❧❡♥% ♦♣❡&❛%♦& ✐♥ %❤❡

♣❘❇▼❖❘ ❛♣♣&♦❛❝❤❀ ✭❞✮ ✐♥ ❜♦%❤ ♣&♦❝❡❞✉&❡5✱ %❤❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❤✐5%♦&② ✈❛&✐❛❜❧❡5 ✐5 ❜❛5❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡❛❦

❢♦&♠✉❧❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐✈❡ ❡+✉❛%✐♦♥5✿ ✐♥ ❢❛❝%✱ ✐♥ ♣❘❇▼❖❘ ✐% ✐5 ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝%✐✈❡

♣♦%❡♥%✐❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ %❤❡ ▼①❚❋❆ ✐% ✐5 ♦❜%❛✐♥❡❞ ✐♥%&♦❞✉❝✐♥❣ %❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦&♠ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❛%✐❜✐❧✐%② ❡+✉❛%✐♦♥

❛♥❞ ♦❢ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♣❧❛5%✐❝ ♠✉❧%✐♣❧✐❡&✳ ❘❡❣❛&❞✐♥❣ %❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡5✱ ✭❛✮ %❤❡ ▼①❚❋❆ ✐♥%&♦❞✉❝❡5 %❤❡

♣&❡5❡♥❝❡ ♦❢ 5✉❜❞♦♠❛✐♥5❀ ✭❜✮ %❤❡ ♣❘❇▼❖❘ ✐5 ❜❛5❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ✜❡❧❞✱

✇❤✐❧❡ %❤❡ ▼①❚❋❆ ❝♦♥5✐❞❡&5 %❤❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ 5%&❡55 ✜❡❧❞✱ ❞❡&✐✈✐♥❣ %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ❢&♦♠

%❤❡ ❛55♦❝✐❛%❡❞ ❡✈♦❧✉%✐✈❡ ❧❛✇❀ ✭❝✮ ✐♥ ♣❘❇▼❖❘ %❤❡ ♠♦❞❡5 ❛&❡ ❞✐&❡❝%❧② ❛55✐❣♥❡❞ %♦ %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥✱

✇❤✐❧❡ ✐♥ %❤❡ ▼①❚❋❆ %❤❡ ♠♦❞❡5 ❛&❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧②%✐❝❛❧❧②❀ ✭❞✮ %❤❡ ♣&❡✲❛♥❛❧②5❡5 ❢♦& %❤❡ ▼①❚❋❆ ❛&❡ ❧✐♥❡❛&

❡❧❛5%✐❝ ❛♥❞ ♣&♦✈✐❞❡ %❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛%✐♦♥ ♠❛%&✐❝❡5✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♣❘❇▼❖❘ %❤❡ ♣&❡✲❛♥❛❧②5❡5 ❛&❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛& ❛♥❞

%❤❡② ❧❡❛❞ %♦ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ ❛♥❞ ❤❛&❞❡♥✐♥❣ ♠♦❞❡5 ❛♥❞ %❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛%✐♦♥ ♦♣❡&❛%♦&5✳

▼❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛&✐5♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ %❤❡ ♣&♦♣♦5❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❛♥❞ %❤❡ ◆❯❚❋❆ ❬✸✸❪✱ %❤❡② ❜♦%❤ ❛55✉♠❡

%❤❛% %❤❡ ❘❱❊ ✐5 5✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥%♦ 5✉❜5❡%5 ❛♥❞ %❤❛% %❤❡ ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ♦♥ ❡❛❝❤ 5✉❜5❡% ✐5 ❣✐✈❡♥ ❛5 ❛

❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡5✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧%② ♦❢ %❤❡ ▼①❚❋❆ &❡❧✐❡5 ♦♥ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% ✐♥❡❧❛5%✐❝ 5%&❛✐♥ ❞✐5%&✐❜✉%✐♦♥

❞❡♣❡♥❞5 ♦♥ %❤❡ ❛55✉♠❡❞ ❞✐5%&✐❜✉%✐♦♥ ❢♦& %❤❡ 5%&❡55 ❛♥❞ ♣❧❛5%✐❝ ♠✉❧%✐♣❧✐❡&✱ %❤❛% ❛&❡ %❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%

✈❛&✐❛❜❧❡5 ♦❢ %❤❡ ♣&♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐%✐♦♥✱ 5✐♥❝❡ %❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦&♠ ♦❢ ❝♦♠♣❛%✐❜✐❧✐%② ❛♥❞ ♣❧❛5%✐❝ ❛❞♠✐55✐❜✐❧✐%②

❡+✉❛%✐♦♥5 ❛&❡ ❡♥❢♦&❝❡❞ ♦✈❡& ❡❛❝❤ 5✉❜5❡%✱ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐✈❡ ♣&♦❜❧❡♠ ✐5 ♥♦% 5♦❧✈❡❞ ❢♦& ❡✈❡&② ✐♥%❡❣&❛%✐♦♥ ♣♦✐♥%

♦❢ %❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭❛5 ✐♥ %❤❡ ◆❯❚❋❆✮ ❜✉% ❛% %❤❡ 5✉❜5❡% ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡&❡ ♦♥❧② %❤❡ 5%&❡55 ❛♥❞ ♣❧❛5%✐❝ ♠✉❧%✐♣❧✐❡&

♣❛&❛♠❡%❡&5 ♦❢ ❡❛❝❤ 5✉❜5❡% ❛&❡ ♥❡❡❞❡❞ %♦ ♠♦❞❡❧ %❤❡ ♠❛%❡&✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦&✳

✹ ◆✉♠❡%✐❝❛❧ ♣%♦❝❡❞✉%❡

■♥ ♦&❞❡& %♦ 5♦❧✈❡ %❤❡ ❡✈♦❧✉%✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠✱ ❛ %✐♠❡✲✐♥%❡❣&❛%✐♦♥ %❡❝❤♥✐+✉❡ ❤❛5 %♦ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%❡❞✳ ■♥

♣❛&%✐❝✉❧❛&✱ %❤❡ ❜❛❝❦✇❛&❞ ❊✉❧❡& ❛❧❣♦&✐%❤♠ ✐5 ❛❞♦♣%❡❞❀ %❤❡ +✉❛♥%✐%✐❡5 ❛% ♣&❡✈✐♦✉5 %✐♠❡ tn ❛&❡ ❞❡♥♦%❡❞

✇✐%❤ %❤❡ 5✉❜5❝&✐♣% n✱ ✇❤✐❧❡ %❤❡ +✉❛♥%✐%✐❡5 ❛% %❤❡ ❝✉&&❡♥% %✐♠❡ t ❤❛✈❡ ♥♦ 5✉❜5❝&✐♣%❀ %❤❡ %✐♠❡ ✐♥%❡&✈❛❧

✶✶



t− tn ✐! ❞❡♥♦&❡❞ ❛! △t ✳

❆& ❡❛❝❤ &✐♠❡ !&❡♣✱ &❤❡ !♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♣3♦❜❧❡♠ ✐! ♣❡3❢♦3♠❡❞ ❜② ❡!&❛❜❧✐!❤✐♥❣ ❛ !♣❡❝✐✜❝

♣3❡❞✐❝&♦3✲❝♦33❡❝&♦3 !&3❛&❡❣②✳ ❆ &3✐❛❧ !&❛&❡ ✐! ❞❡&❡3♠✐♥❡❞ ❝♦♥!✐❞❡3✐♥❣ &❤❡ ✐♥❡❧❛!&✐❝ !&3❛✐♥ 9✉❛♥&✐&✐❡! ❛!

❢3♦③❡♥✳ ■♥ ♣❛3&✐❝✉❧❛3 ❛ &3✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ qj,TR
✐! ❝♦♠♣✉&❡❞ !♦ &❤❛& ❛ &3✐❛❧ ♣❧❛!&✐❝ ♠✉❧&✐♣❧✐❡3 △γj,TR

❝❛♥

❜❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ !♦❧✈✐♥❣ &❤❡ &✐♠❡ ❞✐!❝3❡&✐③❡❞ ❢♦3♠ ♦❢ &❤❡ ❡9✉❛&✐♦♥ ✭✸✻✮✳ ■❢ △γj,TR
✐! ❡9✉❛❧ &♦ ③❡3♦ ✐♥ ❛❧❧

&❤❡ !✉❜!❡&!✱ &❤❡ &3✐❛❧ !&❛&❡ ✐! &❤❡ !♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❡❧❛!&✐❝ !&❡♣❀ ♦&❤❡3✇✐!❡ ❛ ❝♦33❡❝&♦3 ♣❤❛!❡ ✐! 3❡9✉✐3❡❞✳

■♥ &❤✐! ❝❛!❡ &❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣❧❛!&✐❝ ♠✉❧&✐♣❧✐❡3 ✐♥ &❤❡ &✐♠❡ !&❡♣ ✐♥&❡3✈❛❧ ♦❝❝✉3!✱ ❧❡❛❞✐♥❣ &♦

△γj > 0❀ &❤✉!✱ &❤❡ ✐♥❡❧❛!&✐❝ !&3❛✐♥ ✜❡❧❞ ❡✈❛❧✉❛&❡❞ ❛& &❤❡ ❝✉33❡♥& &✐♠❡ !&❡♣ t✱ ✐! ♦❜&❛✐♥❡❞ ❛!✿

πj = πj
n +△γj T σ̂

j

= T
(
βj +△γjσ̂

j
)
, ✭✸✼✮

✇✐&❤ &❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥&! ✈❡❝&♦3 βj
❞❡✜♥❡❞ ❛!✿

βj =

tn∑

τ=0

△γj
τ σ̂

j
τ , ✭✸✽✮

3❡♣3❡!❡♥&✐♥❣ &❤❡ ❤✐!&♦3② ✈❛3✐❛❜❧❡! ♦❢ &❤❡ ♣3♦❜❧❡♠ ❢♦3 !✉❜!❡& Ωj
✳

❚❤❡ 3❡!✐❞✉❛❧ ❢♦3♠ ♦❢ ❡9✉❛&✐♦♥! ✭✸✹✮ ❛♥❞ ✭✸✻✮✱ ✐♥&❡❣3❛&❡❞ ✐♥ &❤❡ &✐♠❡ !&❡♣✱ ❛3❡ 3❡✇3✐&&❡♥ ❛!✿

Rj
σ = Sj σ̂

j −
[(
P̄j
)T

+Jj
]
ε̄+ P̂j

(
βj +△γjσ̂

j
)
−

n∑

i=1

Kij
(
βi +△γiσ̂

i
)

✭✸✾✮

Rj
γ =





△γj −
△t

µV j

∫

Ωj

1

2qj

[(
qj

σy
− 1

)1/ǫ
]

dV H❡3③②♥❛

△γj −
△t

µV j

∫

Ωj

1

2qj

[(
qj

σy

)1/ǫ

− 1

]
dV H❡3✐➣

✭✹✵✮

✇✐&❤

P̂j =

∫

Ωj

PTT dV ✭✹✶✮

Kij =

∫

Ωj

[
PT Is ΠT̂−1

∫

Ωj

(Is Π)
T
Lπi,jT dV

]
dV.

❚❤❡ ❝♦33❡❝&✐♦♥ ♣❤❛!❡ ❝♦♥!✐!&! ✐♥ !♦❧✈✐♥❣ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛3 !②!&❡♠ ♦❢ (7 + 1) n ❡9✉❛&✐♦♥! ✭✸✾✮ ❛♥❞ ✭✹✵✮

✇✐&❤ 3❡!♣❡❝& &♦ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥! σ̂
j

❛♥❞ △γj
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ !✉❜!❡&✱ !✐♥❝❡ &❤❡② ❛3❡ &❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦3♠❛&✐♦♥

&❤❛& ✐! !&♦3❡❞ ✐♥ ♦3❞❡3 &♦ 3❡❝♦✈❡3 &❤❡ ♠❛&❡3✐❛❧ !&❛&❡ ❛& ❛ ❣✐✈❡♥ &✐♠❡ !&❡♣✳ ■♥ ❢❛❝&✱ ❛& &❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤

&✐♠❡ !&❡♣✱ &❤❡ !&3❡!! ❛♥❞ ♣❧❛!&✐❝ ♠✉❧&✐♣❧✐❡3 ♣❛3❛♠❡&❡3! ❛❧❧♦✇ ❢♦3 &❤❡ 3❡❝♦✈❡3② ♦❢ &❤❡ !&3❡!! ❛♥❞ ✐♥❡❧❛!&✐❝

!&3❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ &♦ ❊9!✳ ✭✷✸✮✱ ✭✸✼✮ ❛♥❞ ✭✸✽✮✳

❚❤❡ ❛✈❡3❛❣❡ !&3❡!! ✐♥ &❤❡ ✇❤♦❧❡ ❯❈ ✐! &❤❡♥ ❝♦♠♣✉&❡❞ ❛❝❝♦3❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ❡9✉❛&✐♦♥ ✭✹✺✮✳

❚❤❡ 3❡!✐❞✉❛❧ ❛♥❞ &❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝&♦3! ❢♦3 ❡❛❝❤ !✉❜!❡& ❛3❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛! Rj =
{ (

Rj
σ

)T
Rj

γ

}T

❛♥❞

✶✷



Uj =

{ (
σ̂

j
)T

△γj

}T

✱ !❡#♣❡❝&✐✈❡❧②✱ #♦ &❤❛& &❤❡ ❢✉❧❧ !❡#✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝&♦!# ❢♦! &❤❡ ✇❤♦❧❡

❘❱❊ !❡#✉❧& R =
{ (

R1
)T (

R2
)T

... (Rn)
T
}T

❛♥❞ U =
{ (

U1
)T (

U2
)T

... (Un)
T
}T

✳ ❆

◆❡✇&♦♥✲❘❛♣❤#♦♥ &❡❝❤♥✐;✉❡ ✐# ❛❞♦♣&❡❞ &♦ #♦❧✈❡ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛! ♣!♦❜❧❡♠ R = 0✱ #♦ &❤❛& ❛& &❤❡ &②♣✐❝❛❧

[p+ 1] ✐&❡!❛&✐♦♥✱ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛!✐③❡❞ ♣!♦❜❧❡♠ ❤❛# &♦ ❜❡ #♦❧✈❡❞✿

R[p] +
∂R

∂U

∣∣∣∣
[p]

δU = 0 , ✭✹✷✮

✇✐&❤ δU &❤❡ ✈❛!✐❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✇❤♦❧❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❡❝&♦! ❛!✐#✐♥❣ ❜❡&✇❡❡♥ &✇♦ ❝♦♥#❡❝✉&✐✈❡ ✐&❡!❛&✐♦♥#✳ ❚❤❡

❡①♣❧✐❝✐& ❢♦!♠ ♦❢ &❤❡ &❛♥❣❡♥& ♠❛&!✐①✱ ✇❤♦#❡ ❞✐♠❡♥#✐♦♥ ✐# (7 + 1) n × (7 + 1) n ✱ &❛❦❡# &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦!♠ ❛& &❤❡ [p]✲&❤ ✐&❡!❛&✐♦♥ ✿

∂R

∂U
=




∂R1

∂U1

∂R1

∂U2 ...
∂R1

∂Un

∂R2

∂U1

∂R2

∂U2 ...
∂R2

∂U2

... ... ... ...

∂Rn

∂U1

∂Rn

∂U2 ...
∂Rn

∂Un




, ✭✹✸✮

✇❤❡!❡ &❤❡ ❡①♣!❡##✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❣❡♥❡!✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥& ✐# ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∂Rj

∂Ui
=




∂Rσ
j

∂σ̂i

∂Rσ
j

∂△γi

∂Rj
γ

∂σ̂i

∂Rj
γ

∂△γi


 , ✭✹✹✮

✇✐&❤✿

∂Rσ
j

∂σ̂i
= δij

(
Sj + P̂j△γj

)
−Kij△γi

∂Rj
γ

∂σ̂i
= δij





△t

2µV j

∫

Ωj

1

qj

{
1

qj

(
qj

σy
− 1

)1/ǫ

−
1

ǫσy

(
qj

σy
− 1

)1/ǫ−1
}

∂qj

∂σ̂i
dV Perzyna

△t

2µV j

∫

Ωj

1

qj

{
1

qj

[(
qj

σy

)1/ǫ

− 1

]
−

1

ǫσy

(
qj

σy

)1/ǫ−1
}

∂qj

∂σ̂i
dV Perić

∂Rσ
j

∂△γi
= δij P̂

jσ̂
j −Kijσ̂

i

∂Rj
γ

∂△γi
= δij

✶✸



❜❡✐♥❣ δij ❑&♦♥❡❝❦❡&✬+ ❞❡❧.❛ ❛♥❞

∂qj

∂σ̂i
=

3δij
2

Qjσ̂
j

[
3
2

(
σ̂

j
)T

Qjσ̂
j

] 1
2

.

❖❢ ❝♦✉&+❡✱ .❤❡ ❞❡&✐✈❛.✐✈❡+ ❛&❡ ♦♥❧② ❝❛❧❝✉❧❛.❡❞ ✐♥ .❤❡ j✲.❤ +✉❜+❡. ✐❢ ✐. ✐+ ❛❝.✉❛❧❧② ❛❝.✐✈❡✳ ❚❤❡ ✐.❡&❛.✐♦♥+

✇✐❧❧ +.♦♣ ✇❤❡♥ .❤❡ ♥♦&♠ ♦❢ .❤❡ &❡+✐❞✉❛❧ ✈❡❝.♦&✱ +✉✐.❛❜❧② ♥♦&♠❛❧✐③❡❞✱ ✐+ ❧♦✇❡& .❤❛♥ ❛ ♣&❡✜①❡❞ .♦❧❡&❛♥❝❡✳

❖♥❝❡ ❛❧❧ .❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥+ ❛&❡ ✉♣❞❛.❡❞✱ .❤❡ ❛✈❡&❛❣❡ +.&❡++ ✐♥ .❤❡ ✇❤♦❧❡ ❘❱❊ ✐+ ❝♦♠♣✉.❡❞✳ ❚❤❛♥❦+ .♦

.❤❡ +.&❡++ ❛♣♣&♦①✐♠❛.✐♦♥ ✐♥.&♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✷✸✮✱ .❤✐+ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ +.&❛✐❣❤.❢♦&✇❛&❞ ❛+✿

σ̄ =
1

V

n∑

j=1

P̄j σ̂
j . ✭✹✺✮

◆♦.❡ .❤❛. .❤❡ +.&❡++ ❞✐+.&✐❜✉.✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧+♦ ❡✈❛❧✉❛.❡❞ ❢&♦♠ .❤❡ ❝♦♥+.✐.✉.✐✈❡ ❡K✉❛.✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ .❤❡

.♦.❛❧ ❛♥❞ ♣❧❛+.✐❝ +.&❛✐♥ ✜❡❧❞+✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ❛+ ✉+✉❛❧ ✐♥ ♠✐①❡❞ +.&❡++ ❛♣♣&♦❛❝❤❡+✱ ❤✐❣❤❡& ❛❝❝✉&❛❝② ✐♥ .❤❡

+.&❡++ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ✐❢ ✐. ✐+ ❡✈❛❧✉❛.❡❞ ❞✐&❡❝.❧② ❢♦&♠ .❤❡ +.&❡++ ♣❛&❛♠❡.❡&+✳

❚❤❡ ❛❧❣♦&✐.❤♠ ✐+ +✉♠♠❛&✐③❡❞ ✐♥ ❇♦① ✶✳ ■♥ ❛❞❞✐.✐♦♥✱ ❛ +✉♠♠❛&② ♦❢ .❤❡ ♣&♦♣♦+❡❞ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✐+ +❤♦✇♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳

✺ ◆✉♠❡%✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥.

■♥ .❤✐+ +❡❝.✐♦♥✱ .❤❡ ♣❡&❢♦&♠❛♥❝❡ ♦❢ .❤❡ ♣&♦♣♦+❡❞ .❡❝❤♥✐K✉❡ ✐♥ ❞❡.❡&♠✐♥✐♥❣ ♦❢ .❤❡ ♦✈❡&❛❧❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❜❡❤❛✈✐♦& ♦❢ ❝♦♠♣♦+✐.❡+ ✐+ ❛++❡++❡❞✳ ■♥ ♣❛&.✐❝✉❧❛&✱ ❝♦♠♣♦+✐.❡+ ❝❤❛&❛❝.❡&✐③❡❞ ❜② ❛ ♣❡&✐♦❞✐❝ ♠✐❝&♦+.&✉❝.✉&❡

❛&❡ ❝♦♥+✐❞❡&❡❞ ✐♥ .❤❡ ♥✉♠❡&✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥+✱ +♦ .❤❛. ❛ &❡♣❡.✐.✐✈❡ ✉♥✐. ❝❡❧❧ ✭❯❈✮ +✉❜❥❡❝.❡❞ .♦ ♣❡&✐♦❞✐❝

❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐.✐♦♥+ ✐+ +.✉❞✐❡❞✳ ■. ❝❛♥ ❜❡ ♣♦✐♥.❡❞ ♦✉. .❤❛. ❛❧.❤♦✉❣❤ ♠❛♥② &❡❛❧ ❝♦♠♣♦+✐.❡+ ❤❛✈❡ &❛♥❞♦♠

♠✐❝&♦+.&✉❝.✉&❡+✱ .❤❡ +.✉❞② ♦❢ ❛♥ ❡K✉✐✈❛❧❡♥. ♣❡&✐♦❞✐❝ ♠❛.❡&✐❛❧ ❤❛✈✐♥❣ ❛ +✐♥❣❧❡ ✐♥❝❧✉+✐♦♥ ❛♥❞ .❤❡ +❛♠❡

♣❤❛+❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢&❛❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ &❛♥❞♦♠ ♠❛.❡&✐❛❧ ❝♦✉❧❞ ❣✐✈❡ +✐❣♥✐✜❝❛♥. ✐♥❢♦&♠❛.✐♦♥ ❛❧+♦ ♦♥ .❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦&

♦❢ &❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣♦+✐.❡+✳ ❙♦♠❡ +.✉❞✐❡+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣&♦♣♦+❡❞ ✐♥ ❧✐.❡&❛.✉&❡ ♦♥ .❤✐+ ✐♥.❡&❡+.✐♥❣ .♦♣✐❝✱ ❡✳❣✳

❬✸✹❪✳

❋♦& ❛ &❡❝.❛♥❣✉❧❛& ❯❈ ♦❢ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ 2 a1 × 2 a2✱ ❝♦♥+✐❞❡&✐♥❣ ❛ ❈❛&.❡+✐❛♥ ❝♦♦&❞✐♥❛.❡ +②+.❡♠ (x1, x2)

♣❧❛❝❡❞ ❛. .❤❡ ❝❡♥.❡& ♦❢ ✐.✱ .❤❡ ♣❡&✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐.✐♦♥+ ❛++✉♠❡ .❤❡ ❢♦&♠✿

ũ1 (a1, x2) = ũ1 (−a1, x2) ∀x2 ∈ (−a2, a2)

ũ2 (a1, x2) = ũ2 (−a1, x2) ∀x2 ∈ (−a2, a2)

ũ1 (x1, a2) = ũ1 (x1,−a2) ∀x1 ∈ (−a1, a1)

ũ2 (x1, a2) = ũ2 (x1,−a2) ∀x1 ∈ (−a1, a1)

. ✭✹✻✮

❚❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛.✐♦♥ ♠❛.&✐❝❡+ Lε̄,j
❛♥❞ Lπi,j

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ .❤❡ ▼①❚❋❆ ❛&❡ ❡✈❛❧✉❛.❡❞ ♣❡&❢♦&♠✐♥❣ ❧✐♥❡❛&

❡❧❛+.✐❝ ✜♥✐.❡ ❡❧❡♠❡♥. ❛♥❛❧②+❡+ ♦❢ .❤❡ ❯❈ +✉❜❥❡❝.❡❞ .♦ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥. ♦❢ ε̄ ❛♥❞ ♦❢ πi
✱ &❡+♣❡❝.✐✈❡❧②✱

❞❡.❡&♠✐♥✐♥❣ .❤❡ ♣❡&.✉&❜❛.✐♦♥ +.&❛✐♥ ❛. ❡❛❝❤ ●❛✉++ ♣♦✐♥. ♦❢ .❤❡ ✜♥✐.❡ ❡❧❡♠❡♥. ♠❡+❤✳ ■♥ ♣❛&.✐❝✉❧❛&✱

✶✹



❇♦① ✶ ■♥"❡❣%❛"✐♦♥ ❛❧❣♦%✐"❤♠ ❢♦% "❤❡ ❡❧❛-"✐❝ ♣%❡❞✐❝"♦%✳

✶✳ ❆--✐❣♥ ❛ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε̄

✷✳ ●✐✈❡♥ "❤❡ ❤✐-"♦%② ✈❛%✐❛❜❧❡- βj
❛" "✐♠❡ tn✱ ❝♦♠♣✉"❡❞ ❜② ❡<✉❛"✐♦♥ ✭✸✽✮✱ ❡✈❛❧✉❛"❡ "❤❡ ❡❧❛-"✐❝ ♣%❡✲

❞✐❝"♦% -"❛"❡ ✐♥ ❡❛❝❤ -✉❜-❡" Ωj
❢%♦♠ ❡<✉❛"✐♦♥- ✭✸✾✮✱ ✭✷✼✮ ❛♥❞ ✭✹✵✮

σ̂
j TR = Sj−1

{[(
P̄j
)T

+Jj
]
ε̄+ P̂j βj −

n∑

i=1

Kijβi

}

qj,TR =

√
3

2

(
σ̂

j,TR
)T

Qjσ̂
j,TR

△γj,TR =





△t
µV j

∫
Ωj

1
2qj,TR

[〈
qj,TR

σy
− 1
〉1/ǫ
+

]
dV F❡%③②♥❛

△t
µV j

∫
Ωj

1
2qj,TR

[〈
qj,TR

σy

〉1/ǫ
+

− 1

]
dV F❡%✐➣

✸✳ ❈❤❡❝❦ ❢♦% ❛❞♠✐--✐❜✐❧✐"② ♦❢ "❤❡ "%✐❛❧ -"❛"❡ ❛" "❤❡ -✉❜-❡"

✐❢ △γj,TR = 0 ❢♦% ❛❧❧ "❤❡ -✉❜-❡"- =⇒ "❤❡ "%✐❛❧ -"❛"❡ ✐- "❤❡ -♦❧✉"✐♦♥

❡❧-❡

✭❛✮ ❈♦♠♣✉"❡ "❤❡ %❡-✐❞✉❛❧- R[p]
❛" ✐"❡%❛"✐♦♥ p ❢%♦♠ ❡<✉❛"✐♦♥- ✭✸✾✮ ❛♥❞ ✭✹✵✮

✭❜✮ ✐❢

∥∥R[p]
∥∥ > TOL ✱ ✇❤❡%❡

∥∥R[p]
∥∥

✐- "❤❡ L2
♥♦%♠ ♦❢ R[p]

• ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡ "❛♥❣❡♥" ∂R/∂U✱ ❛- ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✸✮ "♦ ❣❡" δU ❢%♦♠ ✭✹✷✮

• ✉♣❞❛"❡ U[p+1] = U[p] + δU✱ -❡" p = p+ 1 ❛♥❞ ❣♦ "♦ -"❡♣ ✸✭❛✮

✭❝✮ ❡❧-❡

• ✉♣❞❛"❡ "❤❡ ✈❛%✐❛❜❧❡-

✹✳ ❈♦♥"✐♥✉❡

✶✺



❋✐❣✉$❡ ✶✿ ▼①❚❋❆✿ ●$❛♣❤✐❝❛❧ $❡♣$❡2❡♥4❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡✳

✶✻



✷❉ ♣❧❛♥❡ '()❡'' ❢♦✉)✲♥♦❞❡ ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥(' ❛)❡ ✉'❡❞✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ )❡✜♥❡♠❡♥( ♦❢ (❤❡ ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥( ♠❡'❤

❤❛' ❜❡❡♥ ❝❤♦'❡♥ '♦ (❤❛( (❤❡ ❝♦♥✈❡)❣❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❋❊❆ '♦❧✉(✐♦♥ ✐' ❡♥'✉)❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ♣)❡✲❛♥❛❧②'❡'

✐' ❡=✉❛❧ (♦ (❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥(' ♦❢ ε̄ ♣❧✉' (❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ (❤❡ '✉❜'❡(' (✐♠❡' (❤❡ ✼ ❝♦♠♣♦♥❡♥(' ♦❢ σ̂
j
✳

❋✉)(❤❡)♠♦)❡✱ (❤❡ ♠❛()✐❝❡' ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✺✮ ❛)❡ ❡✈❛❧✉❛(❡❞ (❤)♦✉❣❤ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ✐♥(❡❣)❛(✐♦♥ ♦♥ (❤❡ '❛♠❡

✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥( ♠❡'❤ ✉'❡❞ ❢♦) (❤❡ ♣)❡✲❛♥❛❧②'❡'✳ ◆♦(❡ (❤❛( (❤❡ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ✐♥(❡❣)❛(✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦( '()✐❝(❧②

♥❡❝❡''❛)② ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢ '✐♠♣❧❡✲'❤❛♣❡❞ '✉❜❞♦♠❛✐♥'✱ ❜✉( ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐(❤ ❝♦♠♣❧❡① '❤❛♣❡' (❤❡♥ ♥✉♠❡)✐❝❛❧

✐♥(❡❣)❛(✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡' ♥❡❝❡''❛)②✳ ❋♦) '❛❦❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦)♠✐(②✱ ✐♥ (❤✐' ✇♦)❦ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ✐♥(❡❣)❛(✐♦♥ ❢♦) ❡✈❡)②

♠❛()✐① ✐' ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❚✇♦ ♥✉♠❡)✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥' ❛)❡ ♣)❡'❡♥(❡❞✿ (❤❡ ✜)'( ✐' ♣❡)❢♦)♠❡❞ ♦♥ ❛ '✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡()② ✐♥ ♦)❞❡)

(♦ ❛''❡'' (❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ ✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ▼①❚❋❆ ♣)♦❝❡❞✉)❡ (♦ ❝❛♣(✉)❡ (❤❡ )❛(❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ (❤❡

♣)♦❜❧❡♠ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ (♦ (❤❡ ❯❈ ❛♥ ❛✈❡)❛❣❡ '()❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛( ✐♥❝)❡❛'✐♥❣ '()❛✐♥ )❛(❡'✳ ■♥ ♦)❞❡) (♦ '❤♦✇ (❤❡

❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ ♣)♦♣♦'❡❞ (❡❝❤♥✐=✉❡ (♦ ❞✐✛❡)❡♥( ✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ♠♦❞❡❧'✱ ❜♦(❤ (❤❡ ✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ♠♦❞❡❧'

✐♥()♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬✷✽❪ ❛♥❞ ❬✷✼❪✱ ❞❡'❝)✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛)❡ ❛❞♦♣(❡❞✳

■♥ (❤❡ '❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥✱ ❛ ♠♦)❡ )❡❛❧✐'(✐❝ ❣❡♦♠❡()② ✐' ❝♦♥'✐❞❡)❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② (❤❡ ✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ♠♦❞❡❧

✐♥()♦❞✉❝❡❞ ❜② Q❡)③②♥❛ ✐' ✉'❡❞✱ ♣❡)❢♦)♠✐♥❣ ❛♥❛❧②'❡' ❢♦) ❞✐✛❡)❡♥( ✈❛❧✉❡' (❤❡ ✈✐'❝♦'✐(② ♣❛)❛♠❡(❡) ǫ ❛(

❛ ❣✐✈❡♥ '()❛✐♥ )❛(❡✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐(② ♦❢ (❤❡ ▼①❚❋❆ (❡❝❤♥✐=✉❡ (♦ )❡♣)♦❞✉❝❡ (❤❡ )❡'♣♦♥'❡ ♦❢ (❤❡ ❯❈ ✇❤❡♥

'✉❜❥❡❝(❡❞ (♦ ❧♦❛❞✐♥❣✴✉♥❧♦❛❞✐♥❣ '()❛✐♥ ❤✐'(♦)✐❡' ✐' ❛❧'♦ ✐♥✈❡'(✐❣❛(❡❞✳

❚❤❡ )❡'✉❧(' ♦❜(❛✐♥❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ♣)♦♣♦'❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛(✐♦♥ ♣)♦❝❡❞✉)❡ ❛)❡ ❝♦♠♣❛)❡❞ ✇✐(❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛)

♠✐❝)♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②'❡'✱ ❝❛))✐❡❞ ♦✉( ✉'✐♥❣ ✷❉ ♣❧❛♥❡ '()❡'' ❢♦✉)✲♥♦❞❡ =✉❛❞)✐❧❛(❡)❛❧ ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥('✱

❝❤❛)❛❝(❡)✐③❡❞ ❜② ❡❧❛'(✐❝ ❛♥❞ ✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ❝♦♥'(✐(✉(✐✈❡ ♠♦❞❡❧'✳ ❚❤❡ '❛♠❡ ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥( ♠❡'❤❡' ❛❞♦♣(❡❞

❢♦) (❤❡ ♣)❡✲❛♥❛❧②'❡' ❛)❡ ✉'❡❞ ❢♦) (❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛) ❛♥❛❧②'❡'✳

✺✳✶ ❚❡%& ✶ ✲ ❯❈ ✇✐&❤ -❡❝&❛♥❣✉❧❛- ✐♥❝❧✉%✐♦♥

❆ ♣❡)✐♦❞✐❝ ❤❡(❡)♦❣❡♥❡♦✉' ♠❛(❡)✐❛❧ ❝❤❛)❛❝(❡)✐③❡❞ ❜② ❛ ✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ♠❛()✐① ❛♥❞ ❡❧❛'(✐❝ )❡❝(❛♥❣✉❧❛) ✐♥✲

❝❧✉'✐♦♥' ✐' ❝♦♥'✐❞❡)❡❞✳ ❇❡❝❛✉'❡ ♦❢ (❤❡ ❞♦✉❜❧❡ '②♠♠❡()② ♦❢ (❤❡ ❯❈✱ ♦♥❧② ❛ =✉❛)(❡)✱ ✇❤♦'❡ ❣❡♦♠❡()②

✐' )❡♣)❡'❡♥(❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ✐' '(✉❞✐❡❞✳ ❆ ✉♥✐( (❤✐❝❦♥❡'' ✐' ❛''✉♠❡❞ ❛♥❞ (❤❡ ❣❡♦♠❡()✐❝❛❧ ♣❛)❛♠❡(❡)' ❛)❡

'❡( ❛' ❢♦❧❧♦✇'✿ a1 = 15 ♠♠✱ a2 = 9 ♠♠✱ b1 = 5 ♠♠ ❛♥❞ b2 = 4 ♠♠✱ )❡'✉❧(✐♥❣ ✐♥ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢)❛❝(✐♦♥

❡=✉❛❧ (♦ 15%✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣)♦♣❡)(✐❡' ♦❢ (❤❡ ❝♦♥'(✐(✉❡♥(' ❛)❡ '✉♠♠❛)✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❤❡)❡ E✱ ν✱

σy✱ µ ❛♥❞ ǫ ❛)❡ (❤❡ ❨♦✉♥❣ ♠♦❞✉❧✉'✱ (❤❡ Q♦✐''♦♥ )❛(✐♦✱ (❤❡ ②✐❡❧❞ '()❡''✱ (❤❡ ✈✐'❝♦'✐(② )❡❧❛(❡❞ ♣❛)❛♠❡(❡)

❛♥❞ (❤❡ )❛(❡ '❡♥'✐(✐✈✐(② ♣❛)❛♠❡(❡)✱ )❡'♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ❇♦(❤ ❢♦) (❤❡ ❡❧❛'(✐❝ ♣)❡✲❛♥❛❧②'❡' ❛♥❞ ❢♦) (❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛)

♠✐❝)♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❛❧②'✐'✱ (❤❡ =✉❛)(❡) ♦❢ (❤❡ ❯❈ ✐' ❞✐'❝)❡(✐③❡❞ ✇✐(❤ ❛ )❡❣✉❧❛) ♠❡'❤ ❝♦♠♣♦'❡❞ ❜② ✶✽✵

✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥('✱ ✶✺✵ ❢♦) (❤❡ ♠❛()✐① ❛♥❞ ✸✵ ❢♦) (❤❡ ✐♥❝❧✉'✐♦♥✱ ❛' '❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❝✳

❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛(✐♦♥ ❛♥❛❧②'❡' ❛)❡ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ❝♦♥'✐❞❡)✐♥❣ (❤❡ '✉❜'❡( ❝♦♥✜❣✉)❛(✐♦♥' '❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❛

❛♥❞ ❜✳ ■♥ ♣❛)(✐❝✉❧❛)✱ ♦♥❧② ♦♥❡ '✉❜'❡( ✐' ✉'❡❞ ❢♦) (❤❡ ❡❧❛'(✐❝ ✐♥❝❧✉'✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ (❤❡ ♠❛()✐① ✐' '✉❜❞✐✈✐❞❡❞

✐♥(♦ ✸ ❛♥❞ ✺ '✉❜'❡('✱ )❡'✉❧(✐♥❣✱ )❡'♣❡❝(✐✈❡❧②✱ ✐♥ 3×7 = 21 ❛♥❞ 5×7 = 35 ❤✐'(♦)② ✈❛)✐❛❜❧❡' ♦❢ (❤❡ ▼①❚❋❆

♣)♦❝❡❞✉)❡✳ ■♥ ❢❛❝(✱ ❢♦) ❡❛❝❤ '✉❜'❡( (❤❡ ✼ ❝♦♠♣♦♥❡♥(' ♦❢ (❤❡ ✈❡❝(♦) βj
)❡♣)❡'❡♥( (❤❡ ❤✐'(♦)② ✈❛)✐❛❜❧❡' ♦❢

(❤❡ ❡❧❛'(✐❝✲✈✐'❝♦♣❧❛'(✐❝ ♣)♦❜❧❡♠✳ ■♥ (❤❡ ♠✐❝)♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛) ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥( ❛♥❛❧②'✐'✱ (❤❡ ♥✉♠❜❡)

♦❢ ✐♥(❡)♥❛❧ ✈❛)✐❛❜❧❡'✱ ❝♦♥'✐❞❡)✐♥❣ ✹ ●❛✉'' ♣♦✐♥(' ❢♦) ❡❛❝❤ ✜♥✐(❡ ❡❧❡♠❡♥( ❛♥❞ (❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥(' ♦❢ (❤❡

♣❧❛'(✐❝ '()❛✐♥✱ )❡'✉❧(' 150× 4× 3 = 1800✱ ✇❤✐❝❤ ✐' '✐❣♥✐✜❝❛♥(❧② ❤✐❣❤❡) (❤❛♥ (❤❡ ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ▼①❚❋❆✳

✶✼



❋✐❣✉$❡ ✷✿ ❚❡)* ✶ ✲ ●❡♦♠❡*$② ♦❢ *❤❡ ❯❈ ❢♦$ *❤❡ ✜$)* ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥✳

❋✐❣✉$❡ ✸✿ ❚❡)* ✶ ✲ ✭❛✮ ✹ )✉❜)❡*)✱ ✭❜✮ ✻ )✉❜)❡*)✱ ✭❝✮ ❋✐♥✐*❡ ❡❧❡♠❡♥* ♠❡)❤ ❢♦$ $❡❢❡$❡♥❝❡ )♦❧✉*✐♦♥ ❛♥❞

♣$❡✲❛♥❛❧②)❡)✳

✶✽



❈♦♥#$✐$✉❡♥$ E ❬▼*❛❪ ν σy ❬▼"❛❪ µ ❬%❪ ǫ
■♥❝❧✉%✐♦♥ ✭❡❧❛%/✐❝ ♠❛/❡1✐❛❧✮ ✷✺✵✵✵ ✵✳✶✺ ✲ ✲ ✲

▼❛/1✐① ✭✈✐%❝♦♣❧❛%/✐❝ ♠❛/❡1✐❛❧✮ ✷✺✵✵ ✵✳✶✺ ✸ ✺✵✵

✶

✵✳✶

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❚❡%/ ✶ ✲ ▼❛/❡1✐❛❧ ♣1♦♣❡1/✐❡% ♦❢ /❤❡ ❝♦♥%/✐/✉❡♥/%✳

❚❤❡ ❯❈ ✐% %✉❜❥❡❝/❡❞ /♦ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ x1✲❞✐1❡❝/✐♦♥✱ ✇✐/❤ ❛♥ ✐♥❝1❡❛%✐♥❣ ♠♦♥♦/♦♥❡ ❛✈❡1❛❣❡

%/1❛✐♥ ε̄11 /❤❛/ 1❡❛❝❤❡% /❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ε̄11 = 0.005✱ ♣1❡%❝1✐❜✐♥❣ /❤❡ %②♠♠❡/1② ❜♦✉♥❞❛1② ❝♦♥❞✐/✐♦♥%✳

❙❡✈❡1❛❧ %✐♠✉❧❛/✐♦♥% ❛1❡ ❝❛11✐❡❞ ♦✉/ ❛/ ❞✐✛❡1❡♥/ %/1❛✐♥ 1❛/❡%✱ ✇✐/❤ /✇♦ ❞✐✛❡1❡♥/ ✈❛❧✉❡% ♦❢ 1❛/❡ %❡♥%✐/✐✈✐/②

❝♦❡✣❝✐❡♥/%✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 1❡%♣♦♥%❡ ♦❢ /❤❡ ❡M✉✐✈❛❧❡♥/ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ♠❛/❡1✐❛❧ ✐♥ /❡1♠% ♦❢ ❛✈❡1❛❣❡ %/1❡%% σ̄11

✈❡1%✉% ❛✈❡1❛❣❡ %/1❛✐♥ ε̄11 ♦❜/❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ▼①❚❋❆ ❝♦♠♣❛1❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ❋❊❆ ❛/ ❞✐✛❡1❡♥/ %/1❛✐♥ 1❛/❡%✱

˙̄ε11 = 0.05 %

−1
✱ 0.005 %

−1
✱ 0.0005 %

−1
✱ ✐% %❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹ ❢♦1 /❤❡ ✹✲%✉❜%❡/ ❝♦♥✜❣✉1❛/✐♦♥✳ ■♥ ♣❛1/✐❝✉❧❛1✱

❋✐❣✳ ✹❛ %❤♦✇% /❤❡ 1❡%✉❧/% ❢♦1 ǫ = 1 ✉%✐♥❣ "❡1✐➣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✹❜ ❛♥❞ ✹❝ ❢♦1 ǫ = 0.1✱ ❛❞♦♣/✐♥❣

"❡1✐➣ ❛♥❞ "❡1③②♥❛ ♠♦❞❡❧%✱ 1❡%♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ❘❡%✉❧/% ❢♦1 ǫ = 1 ❛1❡ %❤♦✇♥ ♦♥❧② ❢♦1 /❤❡ "❡1✐➣ ♠♦❞❡❧✱ %✐♥❝❡ ❢♦1

❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1❛/❡ %❡♥%✐/✐✈✐/② ♣❛1❛♠❡/❡1 /❤❡ /✇♦ ♠♦❞❡❧% ❧❡❛❞ /♦ %✐♠✐❧❛1 1❡%✉❧/%✳ ❖♥ /❤❡ ❝♦♥/1❛1②✱ ❢♦1

❧♦✇ ✈❛❧✉❡% ♦❢ /❤❡ 1❛/❡ %❡♥%✐/✐✈✐/② ♣❛1❛♠❡/❡1 /❤❡ /✇♦ ♠♦❞❡❧% ❧❡❛❞ /♦ ❞✐✛❡1❡♥/ 1❡%✉❧/%✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛1/✐❝✉❧❛1✱

✐/ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ /❤❛/ ❢♦1 ǫ → 0 /❤❡ "❡1③②♥❛ 1❡%✉❧/% ❞♦ ♥♦/ /❡♥❞ /♦ /❤❡ 1❛/❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ ❝✉1✈❡✱ ❜✉/

/❤❡② /❡♥❞ /♦ ❛ ❝✉1✈❡ ✇❤♦%❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ /❤❡ %/1❡%% ✐% ❛❧♠♦%/ /✇✐❝❡ /❤❡ ♦♥❡ ❝♦11❡%♣♦♥❞✐♥❣ /♦ /❤❡

1❛/❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡♥❡%% ♦❢ /❤❡ ▼①❚❋❆ ✐% ❞❡/❡1♠✐♥❡❞ ❝♦♠♣❛1✐♥❣ /❤❡ 1❡%✉❧/% ✇✐/❤

/❤❡ ❋❊❆ ♦♥❡%✳ ■♥ ♣❛1/✐❝✉❧❛1✱ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ /❤❡ ♣❡1❝❡♥/❛❣❡ ❡11♦1% ♦❢ ❛✈❡1❛❣❡ %/1❡%% σ̄11 ❛/ /❤❡ ❡♥❞ ♦❢ /❤❡

❛♥❛❧②%❡% ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ /❤❡ ❛✈❡1❛❣❡ ❞❡❢♦1♠❛/✐♦♥ ε̄11 1❡❛❝❤❡% ✐/% ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡✮ ❛1❡ ❝♦❧❧❡❝/❡❞✳ ■♥ /❤❡ %❛♠❡ /❛❜❧❡✱

/❤❡ ❡❧❛%/♦♣❧❛%/✐❝ 1❡%✉❧/% ❛1❡ ❛❧%♦ %❤♦✇♥ ❛% /❤❡ ❧✐♠✐/ ❝❛%❡ ❢♦1 ✈❛♥✐%❤✐♥❣ %/1❛✐♥ 1❛/❡✳ ❆% ✐/ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦/❡❞✱

/❤❡1❡ ✐% ❛ ✈❡1② ❣♦♦❞ ❛❣1❡❡♠❡♥/ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ▼①❚❋❆ ♣1❡❞✐❝/✐♦♥% ❛♥❞ /❤❡ ♠✐❝1♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ 1❡❢❡1❡♥❝❡

%♦❧✉/✐♦♥✳ ❚❤❡ 1❡%✉❧/% %❤♦✇ /❤❛/ /❤❡ ♠❛❥♦1 ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ /❤❡ %/1❛✐♥ 1❛/❡ ✐% ♦❜%❡1✈❡❞ ❢♦1 /❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢

/❤❡ 1❛/❡ %❡♥%✐/✐✈✐/② ♣❛1❛♠❡/❡1 ✭ǫ = 1✮ 1❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡11♦1 ❡M✉❛❧ /♦ ✷✳✼✼✪ ❢♦1 ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ /❤❡

%/1❛✐♥ 1❛/❡❀ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦1 ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜%❡1✈❡❞ ❢♦1 /❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ /❤❡ %❡♥%✐/✐✈✐/② ♣❛1❛♠❡/❡1

✭ǫ = 0.1✮ 1❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡11♦1 ❡M✉❛❧ /♦ ✵✳✽✾✪ ❢♦1 ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ /❤❡ %/1❛✐♥ 1❛/❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝/ ♦❢ /❤❡

%/1❛✐♥ 1❛/❡ ♦♥ /❤❡ 1❡%♣♦♥%❡ ♦❢ /❤❡ ♠❛/❡1✐❛❧ ❝❛♥ ❛❧%♦ ❜❡ ♦❜%❡1✈❡❞✿ ✐♥ ❢❛❝/✱ ❢♦1 ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ǫ✱ ❤✐❣❤❡1

%/1❡%% ✈❛❧✉❡% ❛1❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛/ ❤✐❣❤ 1❛/❡%✱ ❛♥❞ /❤❡ 1❛/❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥/ ✭✐✳❡✳ /❤❡ ❡❧❛%/♦♣❧❛%/✐❝✮ %♦❧✉/✐♦♥ ✐%

❛♣♣1♦❛❝❤❡❞ ❛% /❤❡ %/1❛✐♥ 1❛/❡ ✈❛♥✐%❤❡%✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐/ ❝❛♥ ❛❧%♦ ❜❡ 1❡♠❛1❦❡❞ /❤❛/ ♦♥❧② ✹ %✉❜%❡/% %✉✣❝❡

/♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✈❡1② ❣♦♦❞ ❛❝❝✉1❛❝② ✐♥ /❤❡ ❡✈❛❧✉❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛✈❡1❛❣❡ %/1❡%% σ̄11 ❛/ /❤❡ ❡♥❞ ♦❢ /❤❡ ❛♥❛❧②%✐%✳

❚❤❡ 1❡%✉❧/% ♦❜/❛✐♥❡❞ ✉%✐♥❣ /❤❡ ✻✲%✉❜%❡/ ♣❛1/✐/✐♦♥✐♥❣ ❞♦ ♥♦/ ♣1♦✈✐❞❡ ❛ %✉❜%/❛♥/✐❛❧ ✐♠♣1♦✈❡♠❡♥/ ✐♥ /❤❡

❛❝❝✉1❛❝② ❛♥❞ ❢♦1 /❤✐% 1❡❛%♦♥ /❤❡② ❛1❡ ♥♦/ 1❡♣♦1/❡❞✳

◆✉♠❡1✐❝❛❧ 1❡%✉❧/% %❤♦✇ ❛❧%♦ /❤❛/ ❛ ❧✐♥❡❛1 ✈✐%❝♦♣❧❛%/✐❝ ✢♦✇ 1✉❧❡ ✭ǫ = 1✮ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①

✐♥❡❧❛%/✐❝ %/1❛✐♥ ❞✐%/1✐❜✉/✐♦♥✱ ♠♦1❡ ❞✐✣❝✉❧/ /♦ ❜❡ ❛♣♣1♦①✐♠❛/❡❞ /❤❛♥ /❤❡ ♦♥❡ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❝♦♥%✐❞❡1✐♥❣ ❛

♥♦♥❧✐♥❡❛1 ✈✐%❝♦♣❧❛%/✐❝ ✢♦✇ 1✉❧❡ ✭ǫ = 0.1✮✳ ■♥ ♦/❤❡1 ✇♦1❞%✱ ✐/ ✐% ♥♦/ ❡♥%✉1❡❞ /❤❛/ /❤❡ ✐♥❡❧❛%/✐❝ %/1❛✐♥

❞✐%/1✐❜✉/✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢1♦♠ ❛ %✐♠♣❧❡ ✭❧✐♥❡❛1✮ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦1❡ ❡✛❡❝/✐✈❡❧② ❛♣♣1♦①✐♠❛/❡❞ ❜② /❤❡

❛%%✉♠❡❞ ✐♥❡❧❛%/✐❝ %/1❛✐♥ /❤❛♥ /❤❛/ ❝♦♠✐♥❣ ❢1♦♠ ❛ ♠♦1❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭♥♦♥❧✐♥❡❛1✮ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ❧❛✇✳

✶✾
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✭❝✮

❋✐❣✉$❡ ✹✿ ❚❡)* ✶ ✲ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡)♣♦♥)❡ ♦❢ *❤❡ ❯❈ )✉❜❥❡❝*❡❞ *♦ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✿ ✭❛✮ ǫ = 1 >❡$✐➣ ✱ ✭❜✮
ǫ = 0.1 >❡$✐➣✱ ✭❝✮ ǫ = 0.1 >❡$③②♥❛✳

✷✵



❙!"❛✐♥ "❛!❡ [s−1] ❋❊❆ ▼①❚❋❆ ❊""♦" ✭✪✮

0.5 · 10−1
✶✺✳✹✻ ✶✺✳✹✾ ✵✳✷✸

0.5 · 10−2
✶✶✳✶✹ ✶✶✳✸✻ ✶✳✾✽

0.5 · 10−3
✹✳✽ ✹✳✾✹ ✷✳✸✷

"❛!❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ✸✳✹✻ ✸✳✹✼ ✵✳✵✷

✭❛✮

❙!"❛✐♥ "❛!❡ [s−1] ❋❊❆ ▼①❚❋❆ ❊""♦" ✭✪✮

0.5 · 10−1
✺✳✵✷ ✺✳✵✺ ✵✳✼✽

0.5 · 10−2
✹✳✵✼ ✹✳✵✾ ✵✳✹✼

0.5 · 10−3
✸✳✺✽ ✸✳✺✾ ✵✳✵✹

"❛!❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ✸✳✹✻ ✸✳✹✼ ✵✳✵✷

✭❜✮

❙!"❛✐♥ "❛!❡ [s−1] ❋❊❆ ▼①❚❋❆ ❊""♦" ✭✪✮

0.5 · 10−1
✽✳✸✼ ✽✳✹✷ ✵✳✻✻

0.5 · 10−2
✼✳✹✵ ✼✳✹✸ ✵✳✺✶

0.5 · 10−3
✻✳✻✶ ✻✳✻✸ ✵✳✸✽

"❛!❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥! ✸✳✹✻ ✸✳✹✼ ✵✳✵✷

✭❝✮

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❚❡A! ✶ ✲ ❋✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ !❤❡ ❛✈❡"❛❣❡ A!"❡AA σ̄11 ❬▼I❛❪ ❢♦" ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐!✐♦♥❀ ✭❛✮ ǫ = 1
I❡"✐➣ ♠♦❞❡❧✱ ✭❜✮ ǫ = 0.1 I❡"✐➣ ♠♦❞❡❧✱ ✭❝✮ ǫ = 0.1 I❡"③②♥❛ ♠♦❞❡❧✳

■♥ ❛❞❞✐!✐♦♥ !♦ !❤❡ ♣"❡✈✐♦✉A "❡A✉❧!A✱ ✐! ♠✐❣❤! ❜❡ ✐♥!❡"❡A!✐♥❣ !♦ ✐♥A♣❡❝! !❤❡ ♠❛♣A ♦❢ !❤❡ A!"❛✐♥ ✜❡❧❞✳

■♥ ❢❛❝!✱ !❤❡ !♦!❛❧ A!"❛✐♥ ❛! !❤❡ ❡♥❞ ♦❢ !❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐A!♦"② ❢♦" !❤❡ !✇♦ A✉❜A❡! ❝♦♥✜❣✉"❛!✐♦♥A ❛"❡ A❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✱ ❝♦♥A✐❞❡"✐♥❣ !❤❡ I❡"✐➣ ♠♦❞❡❧✱ ǫ = 0.1 ❛♥❞ A!"❛✐♥ "❛!❡ 0.5 ·10−2
A

−1
✳ ❚❤❡ !♦!❛❧ A!"❛✐♥ ε ✐A ❞❡✜♥❡❞✱

❛❝❝♦"❞✐♥❣ !♦ ❊U✳ ✭✶✹✮✱ ❛A !❤❡ A✉♠ ♦❢ !✇♦ ❝♦♥!"✐❜✉!✐♦♥A✱ ❞❡"✐✈✐♥❣ ❢"♦♠ !❤❡ ♣"❡A❝"✐❜❡❞ ❛✈❡"❛❣❡ A!"❛✐♥ ε̄

❛♥❞ ❢"♦♠ !❤❡ ♣❡"!✉"❜❛!✐♦♥ A!"❛✐♥ ε̃✳ ❚❤❡ ❧❛!!❡" ✐A ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊U✳ ✭✷✾✮ ❛A ❢✉♥❝!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛!✐♦♥

!❡♥A♦"A Lε̄,j
❛♥❞ Lπi,j

✱ ✇❤✐❧❡ ✐!A ❛♣♣"♦①✐♠❛!✐♦♥ ε̌ ✐A ✐♥!"♦❞✉❝❡❞ ❜② ❊U✳ ✭✸✵✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✱ !✇♦ ❞✐✛❡"❡♥!

A!"❛✐♥ ❞✐A!"✐❜✉!✐♦♥A ❛"❡ ❝♦♥A✐❞❡"❡❞✿ ♦♥❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢"♦♠ !❤❡ ♣❡"!✉"❜❛!✐♦♥ A!"❛✐♥ ε̃ ❛♥❞ !❤❡ ♦!❤❡" ❝♦♠✐♥❣

❢"♦♠ ✐!A ❛♣♣"♦①✐♠❛!✐♦♥ ε̌✳ ❆A ❡①♣❡❝!❡❞✱ ε̌ ❞❡!❡"♠✐♥❡A ❛ A♠♦♦!❤❡" ❞✐A!"✐❜✉!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ A!"❛✐♥ ✐♥A✐❞❡ !❤❡

❞♦♠❛✐♥ ✇✐!❤ "❡A♣❡❝! !♦ ε̃✳ ▼♦"❡♦✈❡"✱ ❧✐!!❧❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡A ✐♥ !❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐A!"✐❜✉!✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜A❡"✈❡❞ ♣❛AA✐♥❣

❢"♦♠ ✹ !♦ ✻ A✉❜A❡!A✳

✺✳✷ ❚❡%& ✷ ✲ ❯❈ ✇✐&❤ ❛ ❝✐/❝✉❧❛/ ✐♥❝❧✉%✐♦♥

❚❤❡ ❯❈ ❝♦♥A✐A!A ✐♥ ❛ ❝✐"❝✉❧❛" ❡❧❛A!✐❝ ✐♥❝❧✉A✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ ✈✐A❝♦♣❧❛A!✐❝ ♠❛!"✐① ✇✐!❤ ✈♦❧✉♠❡ ❢"❛❝!✐♦♥

❡U✉❛❧ !♦ 25%✱ ❛A A❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ❚❤❛♥❦A !♦ A②♠♠❡!"② ♦♥❧② ♦♥❡ U✉❛"!❡" ♦❢ !❤❡ ❯❈ ✐A ♠♦❞❡❧❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣

A②♠♠❡!"② ❜♦✉♥❞❛"② ❝♦♥❞✐!✐♦♥A✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♦♠❡!"✐❝❛❧ ♣❛"❛♠❡!❡"A ❛"❡ ❛AA✉♠❡❞✿ a = 1 ♠♠ ❛♥❞

r = 0.56 ♠♠✳ ❚❤❡ ♠❛!❡"✐❛❧ ♣❛"❛♠❡!❡"A ❛"❡ ❝♦❧❧❡❝!❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❋"♦♠ !❤❡ !❛❜❧❡ ✐! ❝❛♥ ❜❡ ♦❜A❡"✈❡❞

!❤❛! !❤❡ "❛!❡ A❡♥A✐!✐✈✐!② ♣❛"❛♠❡!❡" ǫ ✐A A❡! ❡U✉❛❧ !♦ ✵✳✶✱ ✵✳✷ ♦" ✶✳

❋✐❣✳ ✼❛ A❤♦✇A !❤❛! ❢♦" !❤❡ ❋❊❆ ♠♦❞❡❧ ❡♠♣❧♦②❡❞ !♦ ♣❡"❢♦"♠ !❤❡ ❧✐♥❡❛" ❡❧❛A!✐❝ ♣"❡✲❛♥❛❧②A❡A ❛♥❞

!♦ ❝♦♠♣✉!❡ !❤❡ ♠✐❝"♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ "❡❢❡"❡♥❝❡ A♦❧✉!✐♦♥✱ !❤❡ U✉❛"!❡" ♦❢ ❯❈ ❤❛A ❜❡❡♥ ❞✐A❝"❡!✐③❡❞ ✉A✐♥❣ ✸✵✹

✷✶



!

FEA

sets ε11

ε11 = ε̃11 + ε̄11

ε11 = ε̃11 + ε̄11

ε11 = ε̌11 + ε̄11

ε11 = ε̌11 + ε̄11

MxTFA - 6 subsets

MxTFA - 4 subsets

E ν σy µ ǫ

176× 4× 3 = 2112

6× 7 = 42

x2−

x2 ˙̄ε22 = 0.01 −1

ε̄22 ε̄22 = 0.1

σ̄22 ε̄22



❋✐❣✉$❡ ✻✿ ❚❡)* ✷ ✲ -$♦❜❧❡♠ ❣❡♦♠❡*$②✳

❋✐❣✉$❡ ✼✿ ❚❡)* ✷ ✲ ✭❛✮ ❋✐♥✐*❡ ❡❧❡♠❡♥* ♠❡)❤ ❢♦$ $❡❢❡$❡♥❝❡ )♦❧✉*✐♦♥ ❛♥❞ ♣$❡✲❛♥❛❧②)❡)✱ ✭❜✮ ❙✉❜)❡* ❞✐)✲

❝$❡*✐③❛*✐♦♥✳

✷✸



ε̄22

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

σ̄
22

[G
P
a]

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
MxTFA ǫ = 1
MxTFA ǫ = 0.2
MxTFA ǫ = 0.1
MxTFA rate independent
FEA ǫ = 1
FEA ǫ = 0.2
FEA ǫ = 0.1
FEA rate independent

❋✐❣✉$❡ ✽✿ ❚❡)* ✷ ✲ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡)♣♦♥)❡ ♦❢ *❤❡ ❯❈ )✉❜❥❡❝*❡❞ *♦ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✳

ǫ ❋❊❆ ▼①❚❋❆ ❊$$♦$ ✭✪✮

✶ ✾✳✹✽ ✾✳✹✾ ✵✳✵✻

✵✳✷ ✶✳✾✷ ✶✳✾✹ ✵✳✼✽

✵✳✶ ✶✳✹✸ ✶✳✹✷ ✵✳✸✺

$❛*❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ✵✳✺✻ ✵✳✺✼ ✷✳✵✶

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❚❡)* ✷ ✲ ❋✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ )*$❡)) σ̄22 ❬●M❛❪ ❢♦$ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥✳

✭❡❧❛)*♦♣❧❛)*✐❝✮ )♦❧✉*✐♦♥ ✐) ❛❧)♦ $❡♣♦$*❡❞✱ ❛) ❧✐♠✐* ❝❛)❡ ❢♦$ ǫ → 0✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ )*$❡))

σ̄22 ♦❜*❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ▼①❚❋❆ ✐) ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡ ♦♥❡ ❞❡$✐✈✐♥❣ ❢$♦♠ *❤❡ ❋❊❆ ✐♥ ❚❛❜❧❡

✹✳ ❆) ❡①♣❡❝*❡❞✱ ❞✐✛❡$❡♥* ❜❡❤❛✈✐♦$) ❛$❡ ♦❜)❡$✈❡❞ ❢♦$ ❞✐✛❡$❡♥* ✈❛❧✉❡) ♦❢ ǫ✱ ✇✐*❤ ❤✐❣❤❡$ )*$❡)) ✈❛❧✉❡) ❢♦$

❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡) ♦❢ *❤❡ $❛*❡ )❡♥)✐*✐✈✐*② ♣❛$❛♠❡*❡$✳ ❚❤❡)❡ $❡)✉❧*) ❤✐❣❤❧✐❣❤* *❤❛* *❤❡ ▼①❚❋❆ ✐) ❛❜❧❡ *♦

❛❝❝✉$❛*❡❧② $❡♣$♦❞✉❝❡ *❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ *❤❡ ❯❈ ❛❧)♦ ✐♥ *❤✐) ❝❛)❡✱ ✇✐*❤ *❤❡ ❧❛$❣❡)* ❡$$♦$ ❡U✉❛❧ *♦

2.01% ❢♦$ *❤❡ $❛*❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❝❛)❡✳ ▼♦$❡♦✈❡$✱ ❋✐❣✳ ✾ )❤♦✇) *❤❡ ❝♦♥)*✐*✉*✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ *❤❡ ❯❈✱ ❛)

✇❡❧❧ ❛) *❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ *❤❡ )♦❧❡ ♠❛*$✐① ❛♥❞ ✐♥❝❧✉)✐♦♥✱ ❢♦$ ǫ = 0.2✳ ■♥ ♣❛$*✐❝✉❧❛$✱ ❢♦$ *❤❡ ❯❈ ❛♥❞ ❡❛❝❤

♣❤❛)❡ *❤❡ $❡)♣❡❝*✐✈❡ ❛✈❡$❛❣❡ )*$❡)) ✈❡$)✉) *❤❡ $❡)♣❡❝*✐✈❡ ❛✈❡$❛❣❡ )*$❛✐♥ ❛$❡ $❡♣♦$*❡❞✳ ❆❧)♦ ✐♥ *❤✐) ❝❛)❡

*❤❡ ✈❡$② ❣♦♦❞ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ▼①❚❋❆ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜)❡$✈❡❞✳

❋♦$ *❤❡ )❛♠❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐)*♦$②✱ *❤❡ )*$❡)) ❛♥❞ ✐♥❡❧❛)*✐❝ )*$❛✐♥ ♠❛♣) ❢♦$ *❤❡ ✐♥*❡$♠❡❞✐❛*❡ $❛*❡ )❡♥)✐*✐✈✐*②

♣❛$❛♠❡*❡$ ✭ǫ = 0.2✮ ❛* *❤❡ ❡♥❞ ♦❢ *❤❡ ❛♥❛❧②)✐) ❢♦$ *❤❡ ▼①❚❋❆ ❛♥❞ *❤❡ ❋❊❆ $❡❢❡$❡♥❝❡ )♦❧✉*✐♦♥ ❛$❡

$❡♣♦$*❡❞ ✐♥ ❋✐❣)✳ ✶✵ ❛♥❞ ✶✶ $❡)♣❡❝*✐✈❡❧②✱ ✐♥ ♦$❞❡$ *♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡**❡$ ✐♥)✐❣❤* ♦❢ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐)*$✐❜✉*✐♦♥ ♦❢

*❤❡)❡ U✉❛♥*✐*✐❡)✳ ❆ ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥* ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ *✇♦ )♦❧✉*✐♦♥) ✐) ♦❜)❡$✈❡❞✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡$$♦$ ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ❛) *❤❡ ❛❜)♦❧✉*❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❋❊❆ $❡❢❡$❡♥❝❡ )♦❧✉*✐♦♥

❛♥❞ *❤❡ ▼①❚❋❆ )♦❧✉*✐♦♥ ✐) )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✷✳

✷✹



ε̄22
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2
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UC FEA
UC MxTFA
Matrix FEA
Matrix MxTFA
Inclusion FEA
Inclusion TFA

❋✐❣✉$❡ ✾✿ ❚❡)* ✷ ✲ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡)♣♦♥)❡ ♦❢ *❤❡ ❯❈ ❛♥❞ *❤❡ *✇♦ ♣❤❛)❡) )✉❜❥❡❝*❡❞ *♦ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣

✭ǫ = 0.2✮✳

✺✳✷✳✷ ▲♦❛❞✐♥❣✴❯♥❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐./♦0✐❡.

❚❤❡ ❯❈ ✐) ❝♦♥)✐❞❡$❡❞ )✉❜❥❡❝*❡❞ *♦ *❤❡ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✴✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐)*♦$② ❛❧♦♥❣ x1✲❛①✐) ❛* ❛ ❝♦♥)*❛♥*

)*$❛✐♥ $❛*❡ ❡B✉❛❧ *♦ | ˙̄ε11| = 10−2 s−1
✱ )❝❤❡♠❛*✐❝❛❧❧② $❡♣$❡)❡♥*❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✸✳ ❚❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ $❡)♣♦♥)❡ ♦❢ *❤❡

❯❈ ✐) $❡♣♦$*❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✹ ❝♦♠♣❛$✐♥❣ *❤❡ ▼①❚❋❆ ❛♥❞ ❋❊❆ $❡)✉❧*) ❢♦$ *❤❡ $❛*❡ )❡♥)✐*✐✈✐*② ♣❛$❛♠❡*❡$

❡B✉❛❧ *♦ ǫ = 0.1 ❛♥❞ ǫ = 0.2❀ ❛❧)♦ *❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ *❤❡ $❛*❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❡❧❛)*♦♣❧❛)*✐❝ )♦❧✉*✐♦♥ ✐) $❡♣♦$*❡❞✳

❋✉$*❤❡$♠♦$❡✱ *❤❡ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✴✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐)*♦$②✱ )❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✺✱ ✐) ❝♦♥)✐❞❡$❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✶✻❛

*❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ )*$❡)) σ̄11 ✐) ♣❧♦**❡❞ ✈❡$)✉) *❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ )*$❛✐♥ ε̄11 ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✻❜ σ̄22 ✐) ♣❧♦**❡❞ ✈❡$)✉) ε̄22

❢♦$ ▼①❚❋❆ ❛♥❞ ❋❊❆ ❝♦♥)✐❞❡$✐♥❣ ǫ = 0.1✱ ǫ = 0.2 ❛♥❞ *❤❡ $❛*❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ❝❛)❡✳

❚❤❡ ▼①❚❋❆ $❡)✉❧*)✱ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❢♦$ ❜♦*❤ *❤❡ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣✴✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐)*♦$✐❡)✱ ❛♣✲

♣❡❛$ ✐♥ ❛ ✈❡$② )❛*✐)❢❛❝*♦$② ❛❣$❡❡♠❡♥* ✇✐*❤ *❤❡ ❋❊❆ $❡)♣♦♥)❡)✱ ❞❡♥♦*✐♥❣ ❛❧)♦ ✐♥ *❤✐) ❝❛)❡ *❤❡ ❡✛❡❝*✐✈❡✲

♥❡)) ♦❢ *❤❡ ♣$♦♣♦)❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛*✐♦♥ ♣$♦❝❡❞✉$❡✳

✻ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥'

❆ ❚❋❆ ❛♣♣$♦❛❝❤ *♦ ♠♦❞❡❧ *❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡)♣♦♥)❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦)✐*❡ ♠❛*❡$✐❛❧) ❝❤❛$❛❝*❡$✐③❡❞ ❜② ✈✐)❝♦♣❧❛)✲

*✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐) ♣$♦♣♦)❡❞✳ ■* ✐) ❜❛)❡❞ ♦♥ *❤❡ ❚$❛♥)❢♦$♠❛*✐♦♥ ❋✐❡❧❞ ❆♥❛❧②)✐) ❛♥❞ ✐* ❛❧❧♦✇) *♦ *❛❦❡

✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥* ♥♦♥✉♥✐❢♦$♠ ❞✐)*$✐❜✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥❡❧❛)*✐❝ )*$❛✐♥ ✐♥ *❤❡ ❘❱❊✳ ❙♦♠❡ ✐♥♥♦✈❛*✐♦♥) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

✐♥*$♦❞✉❝❡❞ ❜♦*❤ ✐♥ *❤❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥❡❧❛)*✐❝ )*$❛✐♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐♥ *❤❡ ❡✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❤✐)*♦$②

✈❛$✐❛❜❧❡) ♦❢ *❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ *❤❛* ❧❡❛❞ *♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥* ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛*✐♦♥ *❡❝❤♥✐B✉❡✳ ■♥ ♣❛$*✐❝✉❧❛$✱ *❤❡ ❛♣♣$♦①✲

✐♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✐♥❡❧❛)*✐❝ )*$❛✐♥ ✜❡❧❞ ❞❡$✐✈❡) ❢$♦♠ *❤❡ ❛))✉♠❡❞ ❛♣♣$♦①✐♠❛*✐♦♥ ❢♦$ *❤❡ )*$❡)) ❛♥❞ ♣❧❛)*✐❝
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❋✐❣✉$❡ ✶✵✿ ❚❡*+ ✷ ✲ ❈♦♥+♦✉$ ♠❛♣* ♦❢ *+$❡** ❬●7❛❪ ❢♦$ ǫ = 0.2 ✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✶✿ ❚❡)* ✷ ✲ ❈♦♥*♦✉$ ♠❛♣) ♦❢ ✐♥❡❧❛)*✐❝ )*$❛✐♥ ❢♦$ ǫ = 0.2✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✷✿ ❚❡*+ ✷ ✲ ▲♦❝❛❧ ❡$$♦$ ♠❛♣* ♦❢ +❤❡ *+$❡** ❬●8❛❪ ❛♥❞ ✐♥❡❧❛*+✐❝ *+$❛✐♥✱ ǫ = 0.2✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✺✿ ❚❡*+ ✷ ✲ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐*+♦$②✳

♠✉❧+✐♣❧✐❡$✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♦+❤❡$ ❚❋❆ *❝❤❡♠❡* +❤❡ ✐♥❡❧❛*+✐❝ ♠♦❞❡* ❛$❡ ❞✐$❡❝+❧② ❛**✐❣♥❡❞ +♦ +❤✐* >✉❛♥+✐+②✳ ❚❤❡

❡✈❛❧✉❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❤✐*+♦$② ✈❛$✐❛❜❧❡* ✐* ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛+ *✉❜*❡+ ❧❡✈❡❧ ❜❛*❡❞ ♦♥ +❤❡ ✇❡❛❦ ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡

❡✈♦❧✉+✐✈❡ ♣$♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ $❡*✉❧+* *❤♦✇ +❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ +❤❡ ♣$♦♣♦*❡❞ ❚❋❆ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐♥ $❡♣$♦❞✉❝✐♥❣ +❤❡

❝♦♥*+✐+✉+✐✈❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❜❡❤❛✈✐♦$ ♦❢ ♣❡$✐♦❞✐❝ ❝♦♠♣♦*✐+❡* ✇❤♦*❡ ❝♦♥*+✐+✉❡♥+* ❛$❡ ❝❤❛$❛❝+❡$✐③❡❞ ❜② ❡❧❛*+✐❝✲

✈✐*❝♦♣❧❛*+✐❝ $❡*♣♦♥*❡✳ ■♥ ♣❛$+✐❝✉❧❛$✱ ✐♥ +❤❡ ✜$*+ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ❝♦♥❝❡$♥✐♥❣ +❤❡ ❛♥❛❧②*✐* ♦❢ ❛

*✐♠♣❧❡ ❯❈ *✉❜❥❡❝+❡❞ +♦ ♠♦♥♦+♦♥✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ +❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ $❡*✉❧+* ❛$❡ ✐♥ ✈❡$② ❣♦♦❞ ❛❝✲

❝♦$❞❛♥❝❡ ✇✐+❤ +❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡*♣♦♥*❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ♣❡$❢♦$♠✐♥❣ ♥♦♥❧✐♥❡❛$ ✜♥✐+❡ ❡❧❡♠❡♥+ ♠✐❝$♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

❛♥❛❧②*❡* ❢♦$ ❛❧❧ +❤❡ *+✉❞✐❡❞ ❝❛*❡*✳ ■+ ❝❛♥ ❜❡ $❡♠❛$❦❡❞ +❤❛+ +❤❡ ▼①❚❋❆ $❡*✉❧+* ❛$❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♥*✐❞❡$✐♥❣

♦♥❧② ✹ *✉❜*❡+*✱ $❡*✉❧+✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❤✐*+♦$② ✈❛$✐❛❜❧❡* ♠♦$❡ +❤❛♥ ❡✐❣❤+② +✐♠❡* ❧♦✇❡$ +❤❛♥ ✐♥ +❤❡

✜♥✐+❡ ❡❧❡♠❡♥+ ❛♥❛❧②*❡*✳ ❚❤❡ ❣$❡❛+❡*+ ❞✐*❝$❡♣❛♥❝② ✐♥ +❤❡ ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ *+$❡** ❛+ +❤❡ ❡♥❞ ♦❢ +❤❡

❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐*+♦$② ✭✷✳✼✼✪✮ ✐* ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦$ ❛ ❤✐❣❤❡$ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ $❛+❡ *❡♥*✐+✐✈✐+② ♣❛$❛♠❡+❡$ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇❡$

✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ *+$❛✐♥ $❛+❡✳

■♥ +❤❡ *❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣♦*✐+❡ ✇✐+❤ ❛ ❝✐$❝✉❧❛$ ❡❧❛*+✐❝ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈✐*❝♦♣❧❛*+✐❝ ♠❛+$✐①

✐* *+✉❞✐❡❞ ❝♦♥*✐❞❡$✐♥❣ ❜♦+❤ ♠♦♥♦+♦♥✐❝ ❛♥❞ ❧♦❛❞✐♥❣✲✉♥❧♦❛❞✐♥❣ ✉♥✐✲❛①✐❛❧ ❛♥❞ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❤✐*+♦$✐❡*✳ ■♥ +❤✐*

❝❛*❡ +❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ❤✐*+♦$② ✈❛$✐❛❜❧❡* $❡*✉❧+* ✜❢+② +✐♠❡* ❧♦✇❡$ +❤❛♥ +❤❡ ♦♥❡* ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ +❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛$

✜♥✐+❡ ❡❧❡♠❡♥+ ❛♥❛❧②*❡*✳ ❚❤❡ O❡$③②♥❛ ✈✐*❝♦♣❧❛*+✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐* ❛❞♦♣+❡❞ +♦ ♠♦❞❡❧ +❤❡ ♠❛+$✐① ❜❡❤❛✈✐♦$✳ ❚❤❡

▼①❚❋❆ $❡*✉❧+* *❤♦✇ +❤❛+ +❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛+✐♦♥ +❡❝❤♥✐>✉❡ ✐* ❛❜❧❡ +♦ $❡♣$♦❞✉❝❡ ✈❡$② ❛❝❝✉$❛+❡❧② +❤❡ ❋❊❆

$❡*✉❧+* ❛❧*♦ ✇❤❡♥ +❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐*+♦$✐❡* ❛$❡ ✈❡$② ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛$✐*♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐*+$✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡

*+$❡**❡* ❛♥❞ ♦❢ +❤❡ ✐♥❡❧❛*+✐❝ *+$❛✐♥* ♦♥ +❤❡ ❯❈ *❤♦✇ ❛ ✈❡$② ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥+ ❜❡+✇❡❡♥ ▼①❚❋❆ ❛♥❞ ❋❊❆

❛❧*♦ ✐♥ +❤❡ ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ >✉❛♥+✐+✐❡*✳

■♥ ❝❛*❡ ♦❢ ✐♥❝$❡❛*✐♥❣ ❛♣♣$♦①✐♠❛+✐♦♥ ♦$❞❡$ ❢♦$ +❤❡ *+$❡** ❞✐*+$✐❜✉+✐♦♥ ❛♥ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥+ ✐♥ +❤❡ $❡*✉❧+*

✐* *✉$❡❧② ❡①♣❡❝+❡❞✳ ■♥ +❤❡ ✐♥✈❡*+✐❣❛+❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥*✱ ✐+ ❤❛* ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ +❤❛+ +❤❡ ✉*❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡$ ♦$❞❡$

❛♣♣$♦①✐♠❛+✐♦♥* ❧❡❛❞*✱ ❣❡♥❡$❛❧❧②✱ +♦ ♠♦$❡ ❛❝❝✉$❛+❡ $❡*✉❧+* ✇✐+❤ $❡*♣❡❝+ +♦ +❤❡ ✐♥❝$❡❛*❡ ♦❢ +❤❡ ♥✉♠❜❡$
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❋✐❣✉$❡ ✶✻✿ ❚❡*+ ✷ ✲ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡*♣♦♥*❡ ♦❢ +❤❡ ❯❈ *✉❜❥❡❝+❡❞ +♦ ❛ ❜✐✲❛①✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ❤✐*+♦$②✿ ✭❛✮ ♠❡✲

❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡*♣♦♥*❡ ✐♥ x1−❞✐$❡❝+✐♦♥❀ ✭❜✮ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ $❡*♣♦♥*❡ ✐♥ x2−❞✐$❡❝+✐♦♥✳

✸✶



♦❢ "✉❜"❡&" ❝❤❛*❛❝&❡*✐③❡❞ ❜② &❤❡ "❛♠❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❜✉*❞❡♥✳ ■♥ ♣❛*&✐❝✉❧❛*✱ ❧✐♥❡❛* ❛♣♣*♦①✐♠❛&✐♦♥ ✐"

♣*❡❢❡**❡❞ ✇✐&❤ *❡"♣❡❝& &♦ &❤❡ ❝♦♥"&❛♥& ♦♥❡✳ ■♥ ❢❛❝&✱ &❤❡ ✉"❡ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛* ❞✐"&*✐❜✉&✐♦♥ ❧❡❛❞" &♦ ✈❡*②

"❛&✐"❢❛❝&♦*② *❡"✉❧&"✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❜✉*❞❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❜② &❤❡ ▼①❚❋❆ ✐" "✐❣♥✐✜❝❛♥&❧② ❧♦✇❡* &❤❛♥ &❤❡ ❋❊❆✳ ■♥ ❢❛❝&✱

❛& ❡❛❝❤ &✐♠❡ "&❡♣ &❤❡ ▼①❚❋❆ ♣*♦❝❡❞✉*❡ *❡@✉✐*❡" &♦ "♦❧✈❡ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛* "②"&❡♠ ♦❢ ❡@✉❛&✐♦♥" ✭✹✷✮ ✐♥

♦*❞❡* &♦ ❞❡&❡*♠✐♥❡ &❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❤✐"&♦*② ✈❛*✐❛❜❧❡"✳ ❖♥ &❤❡ ❝♦♥&*❛*②✱ &❤❡ ❋❊❆ *❡@✉✐*❡" &♦ "♦❧✈❡

&❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠ ❛& &❤❡ ●❛✉"" ♣♦✐♥& ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ❡@✉✐❧✐❜*✐✉♠ ♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ &❤❡ ✇❤♦❧❡

♠❡"❤✳ ■♥ ♣❛*&✐❝✉❧❛*✱ &❤❡ ▼①❚❋❆ "♦❧✈❡" ❛ "②"&❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ❡@✉❛&✐♦♥" ✇❤♦"❡ ❞✐♠❡♥"✐♦♥ ✐" ❡@✉❛❧ &♦

&❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ "✉❜"❡&" &✐♠❡" &❤❡ ✽ ❝♦♠♣♦♥❡♥&" ♦❢ Uj
✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ ❋❊❆ "♦❧✈❡"✱ ❛& ❡❛❝❤ ●❛✉"" ♣♦✐♥& ♦❢

❡❛❝❤ ✜♥✐&❡ ❡❧❡♠❡♥&✱ &❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♣*♦❜❧❡♠ ❝♦♥"✐"&✐♥❣ ✐♥ ✹ ❡@✉❛&✐♦♥"✱ ✸ *❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ✐♥❡❧❛"&✐❝

"&*❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥&" ❛♥❞ ✶ &♦ &❤❡ ♣❧❛"&✐❝ ♠✉❧&✐♣❧✐❡*✳

❋✉&✉*❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥&" ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ♦♥❡ "✐❞❡ &❤❡ ❡①&❡♥"✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ▼①❚❋❆ &♦ ♦&❤❡* ✈✐"❝♦♣❧❛"&✐❝

❝♦♥"&✐&✉&✐✈❡ ♠♦❞❡❧" ✐♥ ♦*❞❡* &♦ ❝♦✈❡* ❛ ✇✐❞❡* *❛♥❣❡ ♦❢ ♣*♦❜❧❡♠"✱ ❛♥❞ ♦♥ &❤❡ ♦&❤❡* "✐❞❡ &❤❡ ❝♦♠♣❛*✐"♦♥

♦❢ &❤✐" &❡❝❤♥✐@✉❡ ✇✐&❤ &❤❡ ♣*♦♣♦"❛❧ ♦❢ ❬✶✼❪✱ "✐♥❝❡ ✐& ✐" ❛❧"♦ ❜❛"❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐①❡❞ ✐♥❝*❡♠❡♥&❛❧ ✈❛*✐❛&✐♦♥❛❧

❢♦*♠❀ ♦&❤❡* ❢✉&✉*❡ ✇♦*❦" ✇✐❧❧ ❛❧"♦ ✐♥❝❧✉❞❡ &❤❡ ❡①&❡♥"✐♦♥ ♦❢ &❤✐" &❡❝❤♥✐@✉❡ &♦ ✸❉ ♣*♦❜❧❡♠"✳ ■♥ ❝❛"❡

♦❢ ❛ ✸❉ ♣*♦❜❧❡♠✱ ✐& ✐" ❡①♣❡❝&❡❞ &❤❛& &❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐♥&❡*♥❛❧ ✈❛*✐❛❜❧❡" ❛♥❞ "✉❜"❡&" ✇✐❧❧ ✐♥❝*❡❛"❡❀ ❤♦✇✲

❡✈❡*✱ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ "✉❝❝❡""❢✉❧❧② ❛❞♦♣&❡❞ &♦ "&✉❞② ✸❉ ❘❱❊"✱ ❛" ❧♦♥❣ ❛" &❤❡ ❝♦♠♣♦"✐&❡ ✐" ♣❡*✐♦❞✐❝✳

❑❡❡♣✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛* ❞✐"&*✐❜✉&✐♦♥ ❢♦* "&*❡""❡" ❛♥❞ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐"❡ ✉♥✐❢♦*♠ ❞✐"&*✐❜✉&✐♦♥ ❢♦* &❤❡ ♣❧❛"&✐❝ ♠✉❧&✐♣❧✐❡*

&❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ❜✉*❞❡♥ ✐" "&✐❧❧ ❢❡❛"✐❜❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥✱ ✐& "❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦&❡❞ &❤❛& &❤❡ ♣*❡✲❛♥❛❧②"❡" ❛*❡

❧✐♥❡❛* ❡❧❛"&✐❝ ❛♥❞ &❤❡*❡❢♦*❡ ❛*❡ *❛&❤❡* "✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②"❡" &♦ ♣❡*❢♦*♠✳ ❋♦* *❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣♦"✐&❡" ✭❣❡♥❡*❛❧

♠✐❝*♦"&*✉❝&✉*❡"✮ &❤✐" ♣*♦❝❡❞✉*❡ ♠✐❣❤& ❜❡❝♦♠❡ ❡①♣❡♥"✐✈❡ ❢*♦♠ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥& ♦❢ ✈✐❡✇✿ ❢♦*

&❤✐" *❡❛"♦♥✱ ✐♥ &❤✐" ❝❛"❡ "♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥" ✐♥ &❤❡ ❛♣♣*♦❛❝❤ ♦❢ "✉❜"❡& ♣❛*&✐&✐♦♥✐♥❣ ♠✐❣❤& ❜❡ ✐♥&*♦❞✉❝❡❞✱

❛♥❞ &❤✐" ❝♦✉❧❞ ❜❡ &❤❡ "✉❜❥❡❝& ♦❢ ❢✉&✉*❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥&"✳

❖♥ &❤❡ ❜❛"✐" ♦❢ &❤❡"❡ ❝♦♥"✐❞❡*❛&✐♦♥" &❤❡ ▼①❚❋❆ ✐" ❛♥ ❡✣❝✐❡♥& &♦♦❧ &♦ ❜❡ ❛❞♦♣&❡❞ ❛& &❤❡ ●❛✉""

♣♦✐♥& ❧❡✈❡❧ &♦ ❞❡&❡*♠✐♥❡ &❤❡ ♦✈❡*❛❧❧ *❡"♣♦♥"❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣♦"✐&❡ ♠❛&❡*✐❛❧ ✐♥ &❤❡ ❢*❛♠❡✇♦*❦ ♦❢ ♠✉❧&✐"❝❛❧❡

❛♥❛❧②"❡"✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥+,

❋✐♥❛♥❝✐❛❧ "✉♣♣♦*&" ❜② &❤❡ ■&❛❧✐❛♥ ▼✐♥✐"&*② ♦❢ ❊❞✉❝❛&✐♦♥✱ ❯♥✐✈❡*"✐&② ❛♥❞ ❘❡"❡❛*❝❤ − ▼■❯❘ ❛*❡ ❣*❛&❡✲

❢✉❧❧② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞✿

X❘■◆✷✵✶✺ ✧❆❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥❡✇ ♠❛&❡*✐❛❧" ❛♥❞ "&*✉❝&✉*❡" ❢♦* &❤❡ "♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ✷✵✷✵

❍♦*✐③♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡"✧ ♣*♦&✳ ✷✵✶✺❏❲✾◆❏❚❴✵✶✽✱

X❘■◆✷✵✶✺ ✧▼✉❧&✐✲"❝❛❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧" ❢♦* &❤❡ ❞❡"✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣&✐♠✐③❛&✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝*♦✲"&*✉❝&✉*❡❞ "♠❛*&

♠❛&❡*✐❛❧" ❛♥❞ ♠❡&❛♠❛&❡*✐❛❧"✧ ♣*♦&✳ ✷✵✶✺▲❨❨❳❆✽❴✵✵✷✳
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❘❡❢❡#❡♥❝❡&

❬✶❪ ▼✳▼✳ ❆❣❤❞❛♠ ❛♥❞ ❙✳❘✳ ▼♦/0❛❧✐✳ ❊✛❡❝70 ♦❢ ♠❛♥✉❢❛❝7✉/✐♥❣ ♣❛/❛♠❡7❡/0 ♦♥ /❡0✐❞✉❛❧ 07/❡00❡0 ✐♥

❙✐❈✴❚✐ ❝♦♠♣♦0✐7❡0 ❜② ❛♥ ❡❧❛07✐❝✲✈✐0❝♦♣❧❛07✐❝ ♠✐❝/♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ▼❛%❡,✐❛❧-

❙❝✐❡♥❝❡✱ ✾✶✿✻✷ ✕ ✻✼✱ ✷✵✶✹✳

❬✷❪ ▼✳ ❆❣♦/❛0✱ ❘✳ ❆✈❛③♠♦❤❛♠♠❛❞✐✱ ❛♥❞ L✳ L♦♥7❡✲❈❛07❛M❡❞❛✳ ■♥❝/❡♠❡♥7❛❧ ✈❛/✐❛7✐♦♥❛❧ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ❢♦/

❡❧❛07♦✲✈✐0❝♦♣❧❛07✐❝ ❝♦♠♣♦0✐7❡0 ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ 7♦ ♣♦❧②♠❡/✲ ❛♥❞ ♠❡7❛❧✲♠❛7/✐① ❝♦♠♣♦0✐7❡0 /❡✐♥❢♦/❝❡❞

❜② 0♣❤❡/♦✐❞❛❧ ❡❧❛07✐❝ ♣❛/7✐❝❧❡0✳ ■♥%❡,♥❛%✐♦♥❛❧ ❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ ❙♦❧✐❞- ❛♥❞ ❙%,✉❝%✉,❡-✱ ✷✵✶✻✳

❬✸❪ ❆✳ ❇❡♥❡❞❡77✐✱ ❙✳ ❞❡ ▼✐/❛♥❞❛✱ ❛♥❞ ❋✳ ❯❜❡/7✐♥✐✳ ❆ ♣♦07❡/✐♦/✐ ❡//♦/ ❡07✐♠❛7✐♦♥ ❜❛0❡❞ ♦♥ 7❤❡ 0✉♣❡/✲

❝♦♥✈❡/❣❡♥7 /❡❝♦✈❡/② ❜② ❝♦♠♣❛7✐❜✐❧✐7② ✐♥ ♣❛7❝❤❡0✳ ■♥%❡,♥❛%✐♦♥❛❧ ❏♦✉,♥❛❧ ❢♦, ◆✉♠❡,✐❝❛❧ ▼❡%❤♦❞- ✐♥

❊♥❣✐♥❡❡,✐♥❣✱ ✻✼✿✶✵✽✕✶✸✶✱ ✷✵✵✻✳

❬✹❪ ●✳ ❈❛07❡❧❧❛③③✐✱ ❙✳ ❞❡ ▼✐/❛♥❞❛✱ ❛♥❞ ❋✳ ❯❜❡/7✐♥✐✳ L❛7❝❤ ❜❛0❡❞ 07/❡00 /❡❝♦✈❡/② ❢♦/ ♣❧❛7❡ 07/✉❝7✉/❡0✳

❈♦♠♣✉%❛%✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝-✱ ✹✼✿✸✼✾✕✸✾✹✱ ✷✵✶✶✳

❬✺❪ ❏✳ ❈❤❛❜♦❝❤❡✱ ▲✳❙✳ ❑/✉❝❤✱ ❏✳ ▼❛✐/❡✱ ❛♥❞ ❚✳ L♦77✐❡/✳ ❚♦✇❛/❞0 ❛ ♠✐❝/♦♠❡❝❤❛♥✐❝0 ❜❛0❡❞ ✐♥❡❧❛07✐❝ ❛♥❞

❞❛♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦0✐7❡0✳ ■♥%❡,♥❛%✐♦♥❛❧ ❏♦✉,♥❛❧ ♦❢ 8❧❛-%✐❝✐%②✱ ✶✼✿✹✶✶✕✹✸✾✱ ✷✵✵✶✳
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